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1. Introduction

Dans le chapitre précédent (Analyse de Hilbert), nous nous sommes arrétés au moment le plus
intéressant, 1a olt on commence & parler des applications... Le moment est donc venu de s’attaquer
a un gros morceau, les polyndémes de Legendre. Ces derniers vont se prolonger en diverses fonctions
qui servent (entre autres) a résoudre I'équation de Laplace sur une spheére ou un céne dans l'espace
standard ; combinées avec des fonctions classiques on obtient les harmoniques sphériques qui
servent de maniére intense en mécanique quantique : ces derniéres devraient faire 'objet d’un autre
chapitre.

Curieusement la documentation sur ce sujet est tres limitée sur Internet, la bibliographie
(reprendre celle du chapitre précédent) quand a elle est également assez limitée, les auteurs
modernes rechignant visiblement & donner un point de vue plus récent sur ces questions... (ou
alors je n’ai pas bien cherché... on peut d’ailleurs consulter & cet égard le site de Sylvain Poirier
http://spoirier.lautre.net/). Enfin, heureusement que la littérature russo-anglo-saxonne est la...

La bibliographie est la méme que pour Analyse de Hilbert.
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Bibliographie
[Ang] A. Angot, Compléments de Mathématiques, Masson et Cie, 1970

Tres clair et succinct, amplement suffisant jusqu’en Spé. On le trouve parfois d’occasion.Bien complet et des
applications intéressantes a I’Electricité.

[App] W. Appel, Mathématiques pour la physique et les physiciens, H&K éd., 2002
Passe un peu vite sur pas mal de trucs, mais reste compréhensible.
[Att] M. Attéia & ]. Gaches, Approximation hilbertienne, EDP sciences, 1999
La premiere partie sur les splines est illisible. La partie ondelettes est plus sympa.
[Boc] N. Boccara, Distributions, Ellipses, 1996
Un petit livre pas tres épais mais tres clair et facile a lire. Recommandé pour débuter.
[Bur] B. Burke Hubbard, Ondes et ondelettes, Belin, 1995
Vulgarisation sur les ondelettes, mais touche a pas mal de choses. Intéressant et trés lisible.
[Dem] G. Demengel, Transformations de Laplace, Ellipses, 2002
Malgré une présentation un peu fouillis on y trouve l'essentiel a connaitre sur ce genre de questions.
[God] S. Godounov, Equations de la physigue mathématique, Ed. Mir, Moscou, 1972

Ne traite pas spécifiquement de ces questions, mais indispensable pour avoir une vue d'ensemble sur les
équations aux dérivées partielles habituelles.

[Hoc] H. Hochstadt, Les fonctions de la physique mathématique, Masson et Cie, 1973

Epuisé (on le trouve en anglais), mais trés intéressant ; les calculs sont parfois rudes mais méritent de s’y
attarder.

[Leb] N.N. Lebedev, Special functions & their applications, Dover, N.Y., 1965 (1972)
Beaucoup d’applications, a mon sens l'ouvrage « récent » le plus complet que j'ai trouvé. ..
[Pou] G. Demengel & ].P. Pouget, Modeles de Béziet, des B-splines et des NURBS, Ellipses, 1998
Tres utilisable et trés concret.
[Ric] D. Richards, Advanced marthematical methods with Maple, Cambridge University press, 2002.
On ne peut que se réjousr de 'existence d’un tel ouvrage. Indispensable.
[Rom] J. E. Rombaldi, Interpolation et Approximation, Vuibert, 2005
Bon petit ouvrage sur I'approximation et les noyaux.
[Sch] L. Schwartz, Analyse hilbertienne, Hermann, Paris, 1979
Assez théorique, maris reste lisible avec un niveau Bac+3.
[Sne] I. N. Sneddon, Fourier Transforms, Dover, New-York, 1951 (1995)
Beaucoup d'applications a des domaines variés. Explications assez claires méme s'il faut un bon niveau parfois.
[Spa] J. Spanier & K. Oldham, An Atlas of functions, Hemisphere Pub. Cy., N.Y., 1987
Un catalogue raisonné des fonctions utilisées par les physiciens essentiellement.
[Val] G. Valiron, Equations fonctionnelles, Masson et Cie, Paris, 1950 (rééd. ]. Gabay, 1989)

Ca a pas mal vieilli, mais on trouve quand méme 'essentiel sur la résolution des équations différentielles et les
principales méthodes.

[Whi] E. T. Whittaker & G. N. Watson, A modern course of analysis, Cambridge University Press,
1927 (2003)

Bien que ce soit en anglais c’est assez facile a lire. La référence est une réimpression de la 4°™ édition datée de
1927. Le livre par lui-méme contient beaucoup de choses autres.

[EUn] Encyclopédie Universalis, article Fonctions (représentation et approximation) et ceux associés,
ed. électronique, 2005.

L'ensemble est assez bon. Peut servir de base.

Sur Internet, pas mal de choses...voir par exemple :
Quelques applications : http://www.unice.fr/DeptPhys/pilot/nodel.html
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A propos de la théorie de la chaleur :

http://www.sciences.univ-nantes.fr/physique/perso/blanquet/conducti/cddex.htm

Une autre page sur la Chaleur, mais en plus complet :

http://gershwin.ens.fr/vdaniel/Doc-Locale/Cours-Mirrored/Operateurs-
Differentiels/www.chez.com/touslescours/math/cours/opdiff/nodel.html

[Wei] Pour une tripotée de formules et de liens on consultera évidemment :

http://mathworld.wolfram.com/HilbertBasis.html

ainsi que tous les liens du site.

Beaucoup de choses intéressantes sur http://www.sciences.ch/htmlfr/introduction.php, on
profitera également des liens vers de nombreux textes disponibles en pdf.

Cours d’analyse numérique :

http://cel.ccsd.cnrs.fr/cours/cel-19/numeri.pdf

Equations aux dérivées partielles :
http://w3-phystheo.ups-tlse.fr/~robert/licadmin/ullb/www/1er.03-04/ced2/ced2.html
Un peu de Maple : http://www.Iptl.jussieu.fr/users/viot/td.html

Transformée de Hankel :

http://www.journals.cms.math.ca/cgi-
bin/vault/public/view/betancor8407.prepub/body/PDF/betancor8407.prepub.pdfifile=betanco

18407.prepub
Beaucoup de choses ici, mais en fouillant : http://www.mathpages.com/home/index.htm

Pour les ingénieurs, un cours complet et clair :

http://www.site.uottawa.ca/~remi/Equadif2.pdf

http://www.site.uottawa.ca/~remi//inumcsi.pdf

http://www.site.uottawa.ca/~remi/ing.pdf

[Mau] Cours d’analyse fonctionnelle, niveau master :

http://www.math.jussieu.fr/~maurey/index.html

Pour ce chapitre plus spécialement
Polyndmes de Legendre, harmoniques sphériques, etc.

http://mathworld.wolfram.com/LegendrePolynomial.html

Fonctions de Green et applications a la Théorie de la Chaleur :

http://www.sciences.univ-nantes.fr/physique/perso/blanquet/conducti/71green/71green.htm

Sur les harmoniques sphériques plus particulierement

http://www.quantum-physics.polytechnique.fr/index.html (voir ch.5)

http://www.geologie.ens.fr/~vigny/cours/chp-gphy-2.html

http://www.chez.com/deuns/sciences/harmo/harmo.html

http://fr.wikipedia.org/wiki/Harmonique sph%C3%A9rique

http://www.lct.jussieu.fr/silvi/cours ist/cours.html

http://www.sciences.ch/htmlfr/chimie/chimiequantique01.php
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2. Formule de Rodrigues

Nous allons tout d’abord chercher sur l'intervalle [-1; 1] (ce qui ne diminuera pas la généralité des
résultats) des polynémes p, de degré n, orthogonaux a tous les polynémes de degré k inférieur a ...
Nous devons évidemment avoir

1
J. ;ﬂn(x)ka(x)dxzo;
-1
intégrons par parties en supposant que pn(x)w(x)=f<”)(x): u=xt, u'=kx*1 v'=f(”)(x),

1
y=f"D(x) dott 0= FOD(q) 4 £ (—1)—/ej. X0 (ydx il nous faudrait donc avoir 1 et -1

comme racines de f 0D soit quelque chose de la forme (1 —x2)w(x) .

w'x)

Dérivons : p, (x)w(x) = “2xw(x)+(1=x2)w'(x), soit pa(x)= (1—x2) o
w(x

—2x ; particulierement si

n=1, p, doit étre de degré 1, on cherche donc a résoudre

(1—x2)w'(x)—2x:Ax+B=)W‘(x):(A_Z)x+B(:)W'(x): a B
w(x) w(x) 1—x2 w(x) 1+x 1-x
avec
B-A+2
a=——=
2 .
-A-B+2’
pemrg

il ne reste plus qu’a intégrer : Inw(x)=aln(l+x)+ SIn(l-x)+K d'ou
w(x) = A1+ x)%(1-x)” .

Nous avons donc f(x)= u(1+x)* (1-x)? en prenant py(x)=u/ A ; cherchons p, en dérivant # fois

f: (formule de Leibniz : (uv)" = Z[ Z ju(@v(”_k) ), ce qui nous donne
=0

) A AP e
f”(x)=ﬂ2(k]{d7(l+x) an_,e “"‘)ﬁ} ;

k=0

le terme de plus bas degré en 1+x est alors (1+x)*", de méme pour le terme en 1-x, donc pour

2

pouvoir mettre 1—x? et w(x) en facteur dans "™V il faut que @et S soient strictement supérieurs

4 n—1, donc supérieurs 2 n dans .
Posons alors a=n+a, f=n+b, on a f(x)=1-x?)"(1+x) 1-x) =(1=x*)"w(x) en prenant

maintenant w(x)=(1+x)"(1—-x)" avec a et b supérieurs a —1. Finalement nous obtenons la formule
de Rodrigues :

1 4"
1.2.1. (1) (%)=t o

Toutes les familles de polyndémes orthogonaux vont bien entendu différer d’une constante, mais
nous avons ici une forme générale.

[(1—x2 ) w(x) ] .

On obtient alors les familles classiques de polynémes pour différentes valeurs dea et 4 :

a, b _quelconques : polynémes de Jacobi (le coefficient permet de normaliser les polynémes, bon
courage aux amateurs...),
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P&t = (_nl)n (1+2) (1) dﬂﬂ [y (=2 (=) | ;

2"n! dx
0. A DA g
a=1b=0_:polyndmes de Legendre, P,(x)= (1=x)";
2"n! dx"
1 (=1)"2" Lo "
a=b=-=:polyndémes de Tchebychev, T,(x)= A-x)2 Z—(1-x%) 2 ;
2 (2n)! dx"
1 1 .
a=b=c ¢ > 5 polynémes de Gegenbauer,
cc - 1" (n+2c=1)(n+2c-2)...(2¢) ok g -

" (1-x%) 47 (1-x7) 2
n 1 3 1 dx"
n!2 (n+c—5)(n+c—5)...(c+5)

Si maintenant on s’intéresse a d’autres intervalles que [-1; 1] il va falloir transformer la fonction
densité w.

Pour l'intervalle [0 ; +eo [ posons par analogie avec la formule de Rodrigues

1 4 p
L, (x) = w(x)x"] ;
pul) = s e
pour # = 1 on tire de la définition p;(x)= xWT(x))Jrl = B—x, ce qui nous donne w(x)=x"¢" avec
w(x

a > -1 et dépendant de B.

En fait si on fait le changement de variable suivant dans le w de la formule de Rodrigues en
s'arrangeant pour que 1 —x soit positif : x =1-20t,on a

wy (1) =(1-1+201)" 2+201) =(20)* 2" 1*(1- o1’
d’oli en prenant b = 1 :
o

1
wy (1) = (20)" 2" (1-01)e ;
on normalise w, en divisant par le coefficient de devant et on passe a la limite lorsque o tend
vers 0 : w, (1) > w(t)=1"¢"". Cette densité donne alors les polyndémes de Laguerre sur [0 ; +oo[, soit

L(x)= %x_“ex ;Tﬂn[ X" J .

. . . 1
En tenant le méme railsonnement, mais en partant avec a=b=— et x=t q,ona
o

1

wo ()= (=) = (=0 ) =(1-0)7 = W)=

qui est la densité sur R.

2 . , .
Regardons la définition de p, dans ce cas : on sait que la fonction ¢ est solution de I’équation
ees . . w'(x . PP .
différentielle y’+xy=0 d’ot w est solution de ( )) =—x, on tire alors la définition des polynémes
w(x
d’Hermite :

H, ()= —— T o= -1y e 4 [e"‘z]
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Tous les polynémes définis ici doivent satisfaire la relation de récurrence définissant les polyndmes
orthogonaux, le calcul se faisant avec A,, 4,, B, et les deux premiers polyndmes, aussi résumons

tout cela dans le tableau suivant :

polynoémes densité intervalle A, a, B, P, P,
Jacobi A=x)*(1+x)"
part (-1;1] (1) ) ®3) 1 (4)
n a, b>-1
1 -1:1
Legendre 1] 2n+1 n x
ou ou 0 — 1
P, . n+1 n+1
sin x [0; 7]
Gegenbauer P 1 (c+n) 2e+n—1
. _ 2 =] [-1;1 2 0 1 2
C, (I=x) 2,c> 2 [ ] n+1 n+1 cx
Tchebichev 1
T 2 [-1;1] 2 0 1 1 X
Laguerre o 1 2n+a+1 n+ao
— -1 0; 4o - 1 1+ o~
7 xe e [0; [ n+1 n+1 n+1 o
Hermite ¥
H s R 1 0 n 1 X
(1)_(2n+a+l7+1)(2n+a+l7+2) )= Cu+a+b+1)(a® -1?)
Qu+2)(n+a+b+1) Qu+2)(n+a+b+1)Q2u+a+b)’
5)= (n+a)(n+b)2n+a+b+2) (4)_a—b+(1+a+bjx
Qu+2)(n+a+b+1)Q2u+a+b)’ 2
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3. Equations différentielles

Les polynémes orthogonaux sont apparus initialement dans la résolution d’équations différentielles
dont ils donnent certaines solutions; d’autre part la relation de récurrence est I'indication de
I'existence d’une équation différentielle sous-jacente.

Cherchons ces équations pour les polynémes de Jacobi qui sont la forme la plus générale : dérivons
Uexpression (1—x?)w(x)e,(x) avec e, = P, soit

{A=xD)el (x)+[b—a—(a+b+2)xe, (x)hw(x) ;
I'expression entre accolades est évidemment un polyndéme de degré n et nous pouvons écrire

1.3.1. (2) ;i{a (e (x)} = Z e (x),

donc le coefficient ¢, peut étre évalué en utilisant la relation d’orthogonalité :

1
e =] ] 2 1wl 0 .

Nous faisons alors une double IPP oti les termes intégrés disparaissent et finalement
1
2
e = [ eclmmeoptons
ol p(x) est un polynéme de degré k. Par conséquent ¢, =0 pour k < 1.

Cherchons alors ¢, en réécrivant 1. 3. 1. (2) : di{ A-x)w(x)e, (x)} =a,¢,(x)w(x) et en réutilisant
x

la formule de Rodigues 1. 2. 1. (1) définissant chaque type de polyndéme ; nous obtenons pour les
polynémes de Jacobi :

n

dﬂ [+ x) (1-x)" (=) |

2"n! dx

Pt = CU g4 ooy

n

et
{(1—x2)d—22+[(b—a)—(a+l¢+2)x]i+n(n+a+b+1)}Pﬂ”’b(x)=O.
dx dx

Ceci donne les équations suivantes :

dx

2
Gegenbauer : { (1-x2 )d—2— (2¢c+ 1)xdi +n(n+2c) }C,j (x)=0 ;
x
Tchebychev :

Legendre :

dx X

2
(1—x2)d—2—2xdi+n(n+1)}Pﬂ (x)=0 ;

Hermite :

Laguerre : {x;—2+(a+1—x)i+n}L,’f(x)=0 ;
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0.51

-1

fig. 1 : Polynémes de Legendre sur R, n=0...10 (Legendrel.mws). Voir dans le méme fichier les
animations pour les représentations dans C .
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4. Polynomes de Legendtre

4. 1 : Fouction génératrice

La formule de Rodrigues donne sans difficulté les premiers polynémes de Legendre :

Py(x)=1, P(x)=x, P,(x) == (3x —l),Ps(x):%(5x3—8x),...

Le développement du bindme sur (x? —1)" donne également de bons résultats :

E(n/2)
1) 2’1 Zk) n—=2k
1.4.1. (3) Z 2"\ (n—k)! (11— 2/e)'x

ol E désigne la fonction partie entiére. L’écriture suivante est immédiate :

1E(n/2) 21— 2%
Pn<x>=2—nZ<1>( j[ ] ] ;

k=0

quelques manipulations supplémentaires donnent également

T h S =1 1=x )
P(x)= 2”2(/6} (x =1 (x +1)F et Pn(x)=k_0[/€]( . ]( . )

1) 0

r A

En fait les polynémes de Legendre sont apparus d’une maniere totalement différente : prenons
deux points A et B situés a des distances r et r’ de I'origine O. La distance AB est alors (Al-Kashi
dans le triangle AOB) :

\/rZ—er'cose+r'2 =r'(h2—2hcos€+1)1/2 ol 0=(m, @3) et h=L‘

r

En fait on s’arrange pour que / soit inférieur a 1 en mettant » ou v’ en facteur suivant les cas.

Le potentiel newtonien (ou électrostatique) produit sur A par une masse unité placée en B sera alors
1 1

K ( 1 K (

de la forme Ki:— 1-2hcos 6+ i )_5 ou K— 1-2hcosO+h? ) 2 avec h<l1.
AB ' AB

Ecrivons le développement en puissance de cette expression :

1 0o
o(h) = ! =(1=2hz407 ) 2= ¢ (20",

N1-2hcos @+’ =0

qui peut se faire & la main en utilisant le bind6me ou de maniére plus simple et intéressante avec les

résidus : on divise tout par 4’ et on integre dans le plan des /# sur un contour C incluant O mais
pas les racines de 1—2hz+h2 ; seul le terme en 1// de la somme ne sera pas nul, soit

1 2 -1 ip1 1 ¢,(2)
RTINS pe I g =L Sap= I ih=c
2;;1.[ (1-2he+ 1) o7 Z 2 dc P A= | = e @)

Par ailleurs posons 1—uh=~1-2hz+h> : 1=2uh+u’h? =1-2zh+h* = h= w—? et apres
-
quelques laborieux calculs, nous obtenons sur le contour C’ qui entoure le point 4 = z
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(1)

T (I/I—Z)P-H

1
1.4.1. (4) c,,(z):i_[ (1-2hz+1?) 2 W*dh:ij
C C

- _ du
27 27i

(intégrale de Schlafli).

Le point # = z est un péle multiple d’ordre p+1 et son résidu est obtenu avec la formule de Cauchy,
soit

27 p! A’

La derniere égalité n’étant que la formule de Rodrigues.

cp(z)=ii{ 4’ (u2_1)”}=Pp(z).

Finalement on a la fonction génératrice des polynémes de Legendre :

1 oo
1.4.1. (5) (p(h)=;=(1—2hz+h2 )_5=ZP,1(z)h”

N1=2hz + 1 —

ou encore en remplagant z par cosé :

1

o(h)= = » P,(cosO)h".
V1=2hcos @+ h? Z_O:

fig. 2 : Fonction génératrice des polynémes de Legendre (Legendre3_generatrice.mws).

4. 2 : Relation de récurrence et équation différentielle

Rappelons la relation de récurrence entre les polynémes orthogonaux :

e,s1 —(A,z+a,)e, +B,e, , =0 avec A, Y et B, = AA” B, =0.

n n—1

Dans le cas des polynémes de Legendre, ona A, = 2”—4_11, a,=0et B, = L, soit la relation
n+ n+
2n+1 n
1.4.2.(6) B (2) == ——= 2B, () +——= £,4(2) =0 & (14 D)Fu (2) = @+ 1)zF, (2)+1F, 1 (2) =0
n n

Sion dérive @ par rapport az, on a
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5@(//1,2) 2 _§ l’l
O o p(1-2hz+H? ) 2=——
Sx ( ) 1=2hz+h? 4

remplagons @ par son expression en fonction des P,(z) et identifions les termes (on peut dériver

(h, z) & (1-2hz + 1 )%—hqp(h, 2)=0 ;
X

terme & terme dans la somme car la série converge uniformément sur |z|<a,|k| </ ol a est fini et
b suffisamment petit) :
1.4.2.(7) P/ 1(2)=2z2P)(2)+ P, 1(2)-P,(2)=0,n=1,2, ...
Dérivons 1. 4. 2. (6) :

(n+1)P, 1 (z)—(2n+1)F,(z)—(2n+1)zP)(z)+nP,_;(z) =0
et éliminons P, ;(z) avec 1. 4. 2. (7) :
1.4.2.(8) P/ (z)—zP/(z)=(n+1)P,(2),n=0,1,2, ...
De méme éliminons F,,;(z), toujours avec 1. 4. 2. (7):
1.4.2.09) zP/(z)— P, (z)=nP,(2),n=1,2, ..
Ajoutons 1. 4. 2. (8) et 1. 4. 2. (9) :
1.4.2.(10) P/ (2)-P_(2)=@2n+1)P,(z),n=1,2,...,

Iz n

enfin remplagons n par n—1 dans 1. 4. 2. (9) et éliminons P,

_1(z), ce qui donne

1.4.2. (11) (1-2% ) B/(2) =P,y (2)—nzP,(2),n =1,2, .

On obtient ainsi une expression de P,(z) en fonction des polynémes de Legendre ; si on dérive 1.
4. 2. (11) et que 'on réutilise 1. 4. 2. (8) pour éliminer P, ;(z), on obtient

1.4.2. (12) [(1—z2 )P,;(z)] T+ )P (2)=0,1=0,1,2, ...
Ceci montre que les P, sont solutions de I'équation
1.4.2. (13) [(1-z2 )y'} +(n+ D)y =0 & (1-22 )y =22y "+ nn+1)y =0

que l'on retrouve dans de nombreux domaines de la physique mathématique. Par exemple
I’équation

A%y 1Y 1
1. 4. 2. (14) W—F{(VH_EJ +4sin20 y=0

a pour solutions y =+/sin @F,(cos 8). On retrouve cette équation dans la résolution de I'’équation de

Laplace sur une spheére (voir plus loin).

Curieusement (ou peut-étre pas...) la relation de récurrence des P, trouve une application en
combinatoire : lorsqu’on compte le nombre de chemins sur un quadrillage de (0, 0) & (#, 1) avec des
pas en diagonale et sans toucher la diagonale (y = x), on obtient les super nombres de Catalan S, tels
que

S, —;85”_2 avec S; =5,=1.
n

On a alors S, =4iP,,_1 (8)—iPH_2 (3) =%[—PM (3)+6P,1(3)—F,»(3)]. Les premiers super... sont 1,
"

4n
1,3,11,45,197, ...

4. 3 : Représentation intégrale

Il y a de trés nombreuses représentations des polynémes de Legendre par des intégrales définies :
nous regardons les deux principales, le lecteur pourra consulter [Wei] ou [Leb] pour davantage de
formules.
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Toodr
0 a+bcost 2 -

h(zix/ﬁcosr)

et posons a=1-hz ainsi que b=Fiz* -1 en

Considérons l'intégrale J

<1.0On aalors d’un coté

supposant

z dt J‘” dt J‘” N [ \/2_ T "
= = z+Nz7—1cost | Kdt
J.O 1—hzFhNz* —1cost 0 1—[hzih\/zz—1cost} 0 Z

n=0
et de 'autre

T % z N
= = =z )y B(2)h".
\/az—bz \/(1_/42)2_/42(22_1) \/1—2hz+/42 nz—o:

La somme sous l'intégrale converge uniformément, on peut identifier les coefficients, ce qui donne :

1. 4. 3. (15) P(z)= lj [zi\/zz -1 cost]’ dt  (Formule de Laplace).
0

En fait dans cette intégrale on a bien égalité entre polyndmes : lorsqu’on développe la puissance #,
les puissances impaires de cost s’annulent, annulant par la-méme les puissances non-entieres de

2> —1 ; la formule est donc valable pour toute valeur de z réelle ou complexe.

h(zimcost)

1
h 7

Dans le cas ot

>1, on refait le méme calcul mais en développant suivant les
1

n+l1
[zir\/z2 —1cost}

correspondant aux cas oll Re(z) est positive ou négative.

. . 1r” .
puissances de ce qui donne P”(z):i—J. dt, les signes + ou —
zdo

En posant z=cos@ l'intégrale 1. 4. 3. (15) devient

v n Va
P,,(cosH):lJ. [cos@i\/cos2 G—lcost} dt:lJ. [cos@+tisin@cost] dt
wdo

TJdo

puis en posant A =cos@+isin@cost, on obtient

6 ;
Pn(cosa)=ij ., 4 ir.
Zid T 1-24cos @+ A2

Soient A et B les points d’affixes ¢ et ¢ I'intégration se fait le long du segment [AB] ou de la

corde (AB) dans le sens positif ; la racine choisie est telle que sa valeur en A=cosé soit sin@.

(1
0 et[w—gjaﬁ
d¢
-0 \J2cos@—2cos @

Posons maintenant A =¢"?, on obtient alors

P (cos H)Z%J

dont la partie réelle donne

oy cos ( n+ b ) 1)
P, (cos @)= —I dg,0<0<m,n=0,12,.. (intégrale de Mehler-Dirichler).
o

\J2cos@p—2cos @

Le changement de variable & — —i6@ donnera également les formes intégrales de P, (cosh &) .

4. 4 : Comportement asymptotique

Reprenons I'équation différentielle 1. 4. 2. (14) dont une solution est y =+/sin 8P, (cos ). Cette
équation peut se mettre sous la forme
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ﬂ+(n+1)2y— -1 y
4sin? 6

46° 2
avec les conditions initiales
T T ,
=P 0),y'| = |==P, (0
V(2j n(),y(2) » (0)

y, nous sommes alors ramenés a une classique

Imaginons que l'on connaisse le terme >
4sin” @
équation du second ordre avec second membre, ce qui donne les « solutions »
y,(6)=P,(0)cos (n+1j(1—ej PO (n+1j(1—ej
2)\2 1 2
n+ 5

1 15, . 1Y, A
4n+2.[9 V((/’)Sln[(ﬁzj(e (”)Lmz o

1. 4. 4. (16)
+

En fait il s’agit d’une équation intégrale d’'inconnue y, mais on peut quand méme remplacer
quelques trucs. A I'aide des propriétés de la fonction I' et de I'intégrale de Schifli, on obtient :
F( m+ 1 j F( m +% j
" y Py 0)=0, Py, =0, P, ., (0)=(-1)" ——=.
2m+1(0) 2 2me1(0) = (=1) N

PZm (0) = (_1) m

2
(104
" et

Ceci est réinjecté dans I'’équation 1. 4. 4. (16) qui se traduit par
1.4.4. (17) y(0)=an[sin((m+%)0+%j+l€n(0)}
F(g+;j ZF(;HJ
ou «, est soit sin est pair, soit 1 si n est impair.
n n
r—+1 +— |I'| =+1
i ( 2 ) i ( " j ( 2 )
1 (3 d
Quand a R, il vaut évidemment R, (6) :—J. 2 y(@)sin { ( n+—)( 0-¢ } L
o, (41’1 + 2) [4 sin2 (1)

On a 2
2n+1

2 . . . o .
donc «, ~ ,|— . P, est un polyndéme pair ou impair suivant la parité de n et on a

P,(—1)=(-1)"P,(1) = P,(cos(m—6)) = (-1)" P,(cos 8)

:J' ”Pf(cosa)sinedezj "2(0)d6 ~ afj' ”sin2{(n+§)9+z+l€n(9)}d€:
0 0 0

ainsi que
cosKn+l)(7r—€)+Rn } = (-1 cosKn+§)9+R” }

d’oli
0- Rﬂ - z

5 }:(—1)” cos{(n+%j6’+Rﬂ };

1
—1)" +—
-1 cos{(n 2)
b4 . N
——. Conclusion, pour # trés grand, on a

ce qui n’est possible que si —R, —5 = R, =R,
Promenades mathématiques
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1. 4. 4. (18) P, (cos 8) =

2_ sin (n+lj¢9+Z ,0<0<m-94.
znsin @ 2 4

0.037
0.024

0.014

D U/\w/\\/\v AR é\9/\\/

t

0.01

0.02

.03

fig. 3 : Différence entre P, et son approximation ; le r6le de —1 et 1 apparait assez clairement
(Legendre3_approximations.mws).

4. 5 : Développement de fonctions en série de polynomes de Legendre : généralités

L'idée, ainsi qu’elle a été exposée dans le premier chapitre, est d’utiliser les polynémes orthogonaux

de maniére a projeter une fonction f quelconque sur les «axes» de l'espace de Hilbert
correspondant. Nous avons vu que les polynémes de Legendre forment une famille orthogonale et il

+1
nous reste a la normer en calculant ( 7,, P, ) :‘[ [P,(x) ]2 dx .
-1

Reprenons la fonction génératrice 1. 4. 1. (5) des P, : ¢(h) :; = ZP” (z)i" et élevons au
n=0

N1=2hz +h?

carré des deux cotés ¢ (h) = . ZP,,2 ()K" +ZP” (2)P, (2)K"*" et intégrons

2
1-2hz+ 1 & “—

[l e S i
n=0

n#p

N

Comme les P, sont orthogonaux, la deuxiéme somme est nulle, il reste a
gauche, a la mettre sous forme de série et a conclure :

calculer l'intégrale de

+1 +1 _ +1
J S AN Z;hdp[—im\uhtzmu RSN
-1 1-2hz+h 2hd 4 1+ 0 —-2hz 2h a4 ko |1-h
on multiplie par / : In Z“- P(z }MZ”“.
n=0
1 2

Dérivons par rapport a / :

1+h+1—h_1—h2 ;):2n+1)“. P? z)dz}hz” or le terme de gauche

est la somme des termes d’une suite géométrique d’otr :
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i(znﬂ)“ TPf(z)dz}hZ” —2(1+2 +h +.),

n=|

ce qui donne

1.4.5. (19) (2;1+1)[J'_+11Pn2(z)dz}=2@J':;IP}(Z)dz: TR

On peut d’ailleurs remarquer que | £, | = \/2\/5_1 et que "; ” = /n+% .
n+ n

Notre objectif maintenant est d’arriver a exprimer une fonction f définie sur ]—1; 1[ sous la forme

=

f (z):Zc”PM (z). Comme pour Fourier on utilise la projection orthogonale sur chaque P, par
n=0

J._+11f(2)P,1(z)dz:J'j[i ] e Z I b Z)dz_zzﬂ%d,oﬁ:

m=0 m=0

‘, =(n+%)J._+l F(2)P, (2)dz

Evidemment, comme pour Fourier, on ne peut pas s’attendre a ce que ¢a marche a tous les
coups...Il faut par exemple pouvoir intervertir sommation et intégrale, ce qui n’est pas évident ; de

méme supposer que [ peut s'écrire f(z)= ZCﬂPH(z) n’est pas clair.
n=0
Montrons tout d’abord un théoréme semblable & celui de Riemann pour Fourier :

+1
Soit f une fonction continue par morceaux sur (—1 ; 1) telle que I f 2(2)dz < oo, alors
-1

1. 4. 5. (20) lim Jn+ j F2)P,(2)dz =0 .

Ecrivons cette intégrale comme somme de trois termes :

1¢ ! 1 -1+6 +1-6 +1
/rz+—J‘ f(2)P,(2)dz = /n+— J ...dz+I ...dz+J dz =L +1+ 15,
2J 4 2\J 146 +1-6

b b
et utilisons l'inégalité de Cauchy-Swarz : “‘ f(2) z)dz} SJ f2 (z)dzj gz (2)dz ainsi que 1. 4.

5. (19) surl;:

“ 1/2 41 1/2
|13|S’n+l{ f%iz} { Pzdz}
2 1-6 1-8
1 (VT 1/2 " 1/2
< n+1“ fzdz} “ Pfdz} :“ fzdz}
2| J1-s -1 1-8

148 1/2
demémeona|[1|S“‘ f2dz}
-1

La condition posée dans le théoréme montre que pour tout £>0 donné, il existe un >0,

indépendant de n, tel que |/, |<é€,|[3 |<é€. Supposons donc que J ait été choisi ainsi et
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intéressons nous a I, en faisant le changement de variable z =cos#, 8, =arccos(1-9) et en utilisant
1.4.4. (17):

{ -0y
I, = n+%‘|. f(cos @)P,(cos 8)sin 846
o

5], fcosenndsin( )
— f(cos@WsinBsin| n+= 046
V2J e ) 2

[ 1 1I”— ( )
=a,,|n+—= +— (cos @Wsin @ cos| n+—= |046
2 NP : 2
4l

17 [
+ﬁ-‘-61 f(cos @)\sin R, (6)d6

On a 1’3”(19)=O(1

j donc le troisieme terme tend vers O ; le terme f(cos@)/sin @ est continu par
n

morceaux et absolument intégrable sur [6, ; #—6,] : on peut alors écrire que

-6 -6 '
I cose)\/smesm(n+ )0416’ I sin(n+lj0d€‘=L
o 2 o 2 2

<
K 1
n

2

1
et a, fn+§—1 — 0 quand # tend vers 4eo ; on a la méme chose pour le deuxieme terme donc I,
n+—

tend vers 0, ou plutdt on peut choisir un N dépendant de ¢ tel que pour n > N, |1, |<%£ ; le

théoréeme est démontré.

On peut maintenant revenir au probléeme et démontrer le théoréme fondamental :

1.4.5.(21) Si la fonction f est continue et dérivable par morceaux sur (—1;1) et si

+1 >
I f2(2)dz < oo alors la série Zc”Pn(z) avec ¢, —[n+ jj- f(2)P,(z)dz converge vers f(z) en
-1
n=0

tout point ol f est continue.

Les conditions montrent que les termes ¢, peuvent étre calculés en principe ; considérons la somme
partielle :

z>=§m:c P()= Z(”*) af romom=["ro [ (3 )P <y>P<>]

n=|

Le lecteur attentif reconnaitra immédiatement la définition du noyau hilbertien du chapitre 1 :

Ku,9)= ) (5 R OOR,
n=0

m m

Follmel 2%+

n=

n=0

b (em“(y)em<z>—em+1<z>em<y>] A 2

Une relation obtenue pour K, était : K, (y, z) = =—"= ce qui
km+1 y—z km
k 2m+1
appliqué ici donne A mtl
PP "k, m+1’
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Pua) Pu(z)  Poa(2) P,0y)
m+1 | [Pt OGN B A2 W

Km(y,z)—2m+1 y—z
_ m+1 [2m+3 Pm+1(y)Pm(Z)_PmH(Z)Pm(y)
2 \2m+1 y—z '
Caleulons  maintenant S, ()= [ K, )y~ =[ " K, D) -f ]y car
J- o K, (y,z)dy =1 ; posons ¢y, z) = f=f) , hous obtenons
-1 y—z

m+1 [2m+3
2 2m+1

Sm (Z)—f(Z) = |: )J. m+1 V)(” Y, Z)d}/ m+1 j. P (y: Z)d}/:| :

+
Comme fonction de z, @ est continue par morceaux sur (—1;1) et J. P> (v, 2)dz <o Le
-1

probléme se pose lorsque z = y, mais dans ce casona @(y,y—0)=f"'(y—0) et @o(y,y+0)="(y+0) ;
la condition de dérivabilité montre que ¢ est bornée au voisinage de y.

Gréce au théoreme précédent, on a

+1 +1
lim \2m+1 I F(2)P, (2)dz =0 et lim 2m+ sj F(2)P, 1 (2)dz =0 ;
-1 n—soo -1

n—>o0

par ailleurs 1. 4. 4. (18) donne P, ( [<\/7 = mP, (z) = cte a linfini. En regroupant tout ceci,

ona

lim S, (2)-f(2)=0& lim S, (2)=f(2).
m-—oo m-—oo
- S'il y a une discontinuité de f en z = 4, la série converge alors vers
th :—[fa+0 +f(a-0)]

comme pour Fourier.

- Le théoreme donne ici des conditions suffisantes pour le développement en série de Legendre-
Fourier, mais ces conditions peuvent étre fortement affaiblies (la dérivabilité n’est pas vraiment
nécessaire par exemple).

4. 6 : Développement de fonctions en série de polynomes de Legendre : exemples

1. fest un polyndéme

Tout d’abord lorsque la fonction f n’est pas définie sur (—1; 1) il faut faire un changement de
repere affine pour passer de (a ; b) vers (—=1; 1) :

2'=az+ = _1=aa+ﬁjz'—iz_m
- Hl=ab+p b-a  b-a’

n

Maintenant prenons l'exemple d’un polynéme f(z)=Za,€zk, satisfaisant aux conditions du
£=0

théoreme ; il faut évidemment trouver une expression des z
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v
>
™
3
I
\.H

B(z)=2,
P(2)= %(82 —1)(:)2 —%Pz(z)+ Fy(2),
Pi(2) =255 32 & 2 =2 B ()42 R(2),

Pour les polynémes de bas niveau c’est simple. Pour aller plus loin, cherchons, lorsque k& > #,

+1
I'intégrale I, , :J. ZFP (2)dz
’ -1

. ! | "(n1)?
on a pour le monéme 2" : 2" = chP,e (z)=...+¢, (271).2 2" =, (2’7)'2 =log, =M.
— 2" (n!) 2" (n!) (2n)!
Par ailleurs pour un polynéme de degré n, f(z)= ¥ a,z* , on aura
k=0
+1 +1 2
(2)P.(2)d =I P.(2)P.(2)d I P.(2)P.(z = =
RGO _1;% (2P (2)dz = ch () R
2, 2" (n!)?

et finalement /, , = = .
T n+l (2n+1)!

Lorsque k—n est impair, I, , est I'intégrale d’une fonction impaire (il n’y a que des termes de degré
impair) sur (—=1; +1) et I, , est nulle; de méme cette intégrale est nulle pour k—n pair et négatif.

Pour calculer cette intégrale lorsque k—n est pair et positif, on intégre par parties deux fois en
utilisant 1. 4. 2. (12) :

nn+ D, , =n n+1)J z)dz——j.T [(1-2) ()]dz
=-[(1-2) 5] +4 P/(2)dz

k[ #7(1-2 ) B, (2) ”—/ej P (e + 1)z} B, (2)dz

b(k-1)

d’ol1 on tire i’l(i’l+ 1)[/@ n= /6(/6 + 1)[/@ n k(k - 1)1/6—2, " soit I/e, n= m k=2, 1"

Descendons cette relation jusqu’a I, , :

. bl —1)...01+1) ;
BT =) (k=2 —n)..2.(k+n+ D) (k+n—1)..2u+3) "

2”+1/e!(1/e+1n !
272

Onaenfin:/, , = grace a quoion a

(1k—1nj!(k+n+l)!
2 2

* ¢, =0 lorsque k& — # est impair ou négatif,

(2n+1)2”k!(1k+1n)!
22 . .
= lorsque k — 1 est pair et positif.

(;/e—;n)!(/e+n+l)!

*

e
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(fonction de transfert)

5 f()=0,-1<z<«
_‘{f(z)=1,a<zsl

+1
Cest assez simple puisqu’on cherche ¢, = ( n+%)J~ P,(2)dz . On utilise 1. 4. 2. (10) d’ou
a
1
:_—[le )=Feq(@)] et Cozg(l—a)~

On a donc f(z):%[l—a—i[Pk+1(a)—Pk_1(a)]Pk(z)], l<z<l.
k=1

Il y a un petit probleme en a puisqu’a cet endroit la fonction est discontinue ; réutilisons les
sommes partielles et passons a la limite (on rappelle que P, tend vers 0 quand # tend vers +eo ) :

Su( [1 - Z[sz —~Py(@)]P(« ]

=—[1 (@, (@) ] — 5>

—_

%=—[f(a+0)+f(a—0)].

[\]

+1
3. Fonction de Dirac : on a %J. 2n+ 1)P,,2 (2)dz =1, soit en utilisant le théoreme de convolution,
-1

Fo +1 +1
() = ; %L 2+ P, (2)P, (z — u)du = % I @+ DR )Pz =

+oo

d'ott 8(z—u)= % I T Qn+ 1P, (2)P, (u)du = %Z 2k +1)P,(2)P. (u).

=0
Gréce a la relation de récurrence 1. 4. 2. (6) on a
2k +1)(z = )P, (2)P () = (b + D) Psy (2) B (1) = Py ()P (2) | + k[ By ()P () = Py ()P (2) ],

on ajoute ces relations pour k variant de 0 a # et moyennant quelques petites manipulations, on a :

n

Z(Zleﬂ)ﬂe (2)F (u) [PM B, ()= Py (F,(2)],

k=0
soit encore

lim(n+1)

n—so0

(z—u).

zZ—U

{ Pyt (2)B,(6) = Pruy ()P, (2) } =5

4. f(z)=,/1_TZ : les conditions du théoreme 1. 4. 5. (21) sont vérifiées ; les coefficients se

calculent avec la méthode suivante qui est souvent utile. On multiplie le développement de la
fonction génératrice 1. 4. 1. (5) par f(z) et on intégre sur [—1; 1] :

m Zh” )=;hnF ) Z):LZW\/* () = Zhj P

Toutes les séries sont umformément convergentes, les interversions sont legales. Dans le cas qui

nous intéresse on a
1 _
— = 1=z dz=..= ! 14+h— d=h h) 1+\/_
S\ 201+ 42 =2hz) N2\ (A=h)? +2m01-2) 2h J— 1-Jh
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n

le terme de droite se développe en 4 421— d’oli on tire
3 n=1 (

47 =1)(2n+3)

14 2 I\ [1-2 1 —4
23 3 2 )34\ 2 2 ) @n* —1)2n+3)

, _ fi1-z 2 N b, (2)
ce qui donne enfin 3 _§PO(Z)_2;W,_

1<z<1.

fig. 4 : Différence entre f et son approximation, # = 1...10 (Legendre2.mws)

Sans faire une étude approfondie, on peut voir sur 'exemple de 'exponentielle que les probléemes de
calcul deviennent insurmontables assez facilement...
3

4 08 @08 04 D2 O o2 04 06 08 1
x

fig. 5 : Développement de exp suivant les polynémes de Legendre (Legendre2.mws). A partir de
n = 8 le développement commence & osciller, a # = 11 c’est une catastrophe : les probléemes de
bord en —1 et 1 deviennent vraiment ennuyeux.
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fig. 6 : Différence entre exp(x) et sa représentation, n = 5, 6, 7 (Legendre2.mws).

4. 7 : Applications : potentiel d’un dipéle électrique

B(=9) 0 Ata)

Soient deux charges électriques égales & g, opposées et distantes de 24. Le potentiel en un point P

est V= o](——ij, soit encore V = E h"P,(cos 8)— E h"P,(—cos®) | en supposant r>a et
r
n=0 n=0

a
en posant h=—.
r

P, est impaire losrque # est impair, paire lorsque # est pair, il reste donc les termes de rang impair et

g &
v=24 Z WP, L (cos ).
r n=0

Posons r=+/x? +y? +2z° avec I'axe des z orienté suivant (OA) : on a

-1/2
AP=W=>%=(<,H>2 +y? +27)
w1 0"

)
nloz" \Ur '
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4. 8 : Le probleme du potentiel pour une sphére (probléme de Dirichlet, 1° partie)
Soit une sphere S de rayon R sur laquelle se trouve une distribution de charges f(6, @) ; ces charges
géneérent deux potentiels : un a l'intérieur, noté V, un a l'extérieur, noté V* ; ce potentiel V(r, 8, @)
doit satisfaire I’équation de Laplace
ViV =0
avec les conditions au bord :
-V(R,0,9)=V*(R,0,0)=((0,9),

- Vest borné a l'origine, V* est nul a 'infini.

L’expression du Laplacien en coordonnées sphériques est

2
Vzvzii(rza—vj+ ! i(sinﬁa—vj+;a—v
% or or ) r*sing 96 00 ) +*sin’ 6 9%

ou encore
2, 02V 29V 1 9*V cot@ oV 1 0%V
Ny e R R P B Y R PRIy

or r o 190 r° 096 r"sin” 6 9°p

x =rsin@cos @
ol qy=rsin@sing avec r=20,0<0<27,0<¢p<2x.
z=rcos@
Nous supposerons également que la distribution initiale ne dépend que de 8 : V(R, 8, ¢)=f(6). On

2

peut supposer alors que V et V* ne dépendent que de @, soit 2TV =0 et la simplification :

4
2 2
% ror 239 2 96 or or ) sin@ a6 20

On a alors i(rza—vj:— .1 i(sintﬁ’a—vj, comme 6 n’apparait pas a gauche et que r
r or sin@ 06 06

n’apparait pas a droite, on peut utiliser un produit de Laplace V(r, 8) = F(r)G(0) et tout diviser par

FG:
a(zaﬁcj 1 8(. ach 18(281:) 1 1 8(. BGJ
—| r =— —| sin— |&——| r — |=——= —| sin@d— |.
or or sin@ 06 08 F or or G sin@ 06 00

Chacun des termes est alors constant et on tire deux équations différentielles classiques :

li(ﬂa—]:j:/e et —i;i(sinea—Gj=/e.
F or or Gsin@ 06 00

La premiere équation donne : r*F”+2rF’—kF =0, la deuxieme G”+cot 8G +Gk=0.
Posons F =r% :
ala-1r% +2ar® —br* =0= o’ +a—k=0.

Supposons pour I'instant que k peut s’écrire n(n+1) ol n est entier, on a alors deux solutions : o =#

1

et @ =—(n+1), soit deux fonctions indépendantes solutions : L (r)=r", F,(r)= —-
r

Notre deuxieme équation est devenue G +cot&dG +n(n+1)G=0: posons z=cosé, soit

dz . ., . .
— =—sin @ : notre équation devient alors

ae
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2
1. 4. 8. (22) (1—z2)22c—2zi—f+n(n+1)c=o.

z

On reconnait 'équation de Legendre ce qui nous donne alors deux types de solutions :
V,(r,0)=a,r"P,(cos @) pour le potentiel intérieur

et
V. (r,0)=b, %PM (cos @) pour le potentiel extérieur
r

(les V, sont les fonctions propres et k = n(n+1) les valeurs propres).

Par superposition des solutions, on a les solutions générales :

V(r,0)= Y V,(r,6)= > a,r"P,(cos6)
n=0 n=0
et
VE(r, 9):2\/5@, 9):2;;,1 %Pn(cose).
n=0 n=0 r
Les conditions aux limites doivent permettre de trouver les a, et les b, : avec r = R, on doit avoir

entre autres ()= ZaﬂR”Pn (cos @), ce qui veut dire que 'on va chercher le développement de [
n=0

sous forme de série de Legendre-Fourier.

Dans le cas oll on souhaiterait tenir compte de ¢, on obtiendrait, de la méme maniére qu’au

chapitre Applications des fonctions de Bessel, les équations suivantes avec le produit de Laplace
V =F(r)G(@)H(p) :

la deuxieme équation a des solutions périodiques H(@) ="’ +c,e”™?, la premiére des solutions

de la forme G(6) =3 P," (cos 8)+¢,Q) (cos @) ou P" et Q' les fonctions de Legendre de premiére et

n

deuxiéme espece dont nous allons parler maintenant. Les solutions générales deviennent alors

V(r, 8, p)= Re[ iAmeim"’i( a,r" P (cos 6) ) ],

1. 4. 8. (23) =0 e
. = .
V*(r,0,p)=Re A, (an—Q;” cos @ j ,
+,6,9) [Z; Z 7 Qi (cos0)

avec A,, complexe. On les appelle harmoniques sphériques : le sujet est vaste mais assez bien traité sur
internet, au moins au niveau des applications. On consultera donc :

http://www.quantum-physics.polytechnique.fr/index.html (voir ch.5)

http://www.geologie.ens.fr/~vigny/cours/chp-gphy-2.html

http://www.chez.com/deuns/sciences/harmo/harmo.html

http://fr.wikipedia.org/wiki/Harmonique sph%C3%A9%rique

http://www.lct.jussieu.fr/silvi/cours ist/cours.html

http://www.sciences.ch/htmlfr/chimie/chimiequantique01.php
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5. Fonctions de Legendre associées de premiére espéce

5. 1 : Définition

Nous noterons pour plus de facilité de lecture D I'opérateur de dérivation : D = h

Revenons a 'équation de Legendre simple et écrivons que P, est une solution :
(1-2*)D’ B, =2zD P, +n(n+1)P, =0 ;

dérivons m fois, nous obtenons alors

(1-2*)D"™*? B, = 22(m+1)D"*" B, +[ n(n+1)—m(m+1)]D" B, =0.

m
Posons alors D" P, = ( 1-22 ) 2 G et remplagons, nous obtenons :

2
1.5.1. (24) (l—z2)D2G—22DGJ{n(rz+1)— e 2}@:0,

1-z
soit 'équation de Legendre complete.

Par identification, nous obtenons une définition de P :

1.5.1. (25) P'(z)=(-1)"(1-2" )2 D" P,(2).
P, n’est d’ailleurs que le cas particulier o i = 0 dans 1. 5. 1. (24).

5. 2 : Fonctions hypergéométriques

Nous ne développons pas de théorie ici des fonctions hypergéométriques, nous allons nous servir de
quelques unes de leurs propriétés pour obtenir des résultats sur les fonctions de Legendre.
Rappelons simplement que la fonction hypergéométrique F(a, b ;¢ ; z) est définie par

o

F(a+n)F 17+n)F(c)z
Ha,bie;2) Z I'(a C(c+n) nl’

convergente si | z|<1.
Revenons & I'équation de Legendre 1. 5. 1. (24) avec n=v quelconque (et non plus entier) et

résolvons-la par les séries a la maniére de I'’équation de Bessel; on trouve immédiatement une
solution (avec P, (1)=1):

1.5.2. (26) —14 ZV ”+1)Vn'f;+2) (VM)(Z;Y‘

On voit donc apparaitre la fonction
PV(Z)=F(—V,V+1;1;1_TZ).
Comme F(a,b;c;z)=F(b,a;c;z),onendéduit que
PV(Z)ZF(—V,V-Fl;1;1_TZJZF(—V—1,V;1;1_TZJZP_V_1(Z)
puis avec 1. 5. 1. (25) que P,"(z)=P",_;(2).
De méme l'équation 1. 5. 1. (24) étant invariante par la transformation m ——m, on peut

s'attendre a ce que F,"(z) en soit également une solution différente. Nous regardons deux
méthodes différentes qui présentent des intéréts distincts.
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1%¢ méthode

Posons V =(z+ixcosu+iysinu)” : cette fonction est harmonique et solution de I'équation de

Va
Laplace V2V =AV =0 ; de méme la fonction V :J. f(z+ixcosu+iysinu,u)du est solution, un
-

exemple de fonction f étant f(z+ixcosu+iysinu, u)=(z+ixcosu+iysinu)’ ™ .

En passant en coordonnées sphériques, on a

Va .
Vv :J. (rcos@+irsin@cos pcosu+irsin@singsinu )’ "™ du
-

e :
= r”e’”"’”Jl (cos@+isin@cosu)’ ™ du
-

que 'on compare avec 1. 4. 8. (23) :

1.5.2.(27)
B (cos@)=c,, ”J.

v
[cos@+isin@cosu]” cosmu du,
T

ou encore en remplagant v par —-v—1 :

B (cosO)=c, , J-

z cos mu

du,

. +1
~7[cos@+isin@cosu]’

’ z
mn €t ¢, , €tant des constantes.

¢
2°m méthode
L’application de la formule de Rodrigues 1. 2. 1. (1) et de 1. 5. 1. (25) donnent

m 1" (1-2 )§ ;
m —(_1\" _ 2 m — m+n 2 _ .
PI'(z)=(-1)" (1-2" )2 D" P,(2) — D [(z 1) }

l'application de la formule de Cauchy [ (z)= LJ. L)“z’f donne en considérant le cercle
27id ¢ (-2 )”*

C défini par |- z|=V1-27 :

dE.

D" (1-2 )% (n+m)!J~ (&2-1)
< (

2;1”! 27i f—Z )n+m—1

Opérons alors le changement de variable & =z+i\1-2%¢"” de manitre & trouver un chemin sur le

cercle C: 52—1:2i\/1—226i¢|:z+i\/1—22 cos¢)} et j—‘f:—\/ -2, —r<p<xz doi
@

;m + | p 7 n
P’ (z) " (ntm) J. [z+i\/l—z2 cosqo} cos mpde
-7

:% n!

ou encore en en remplagant # par —#—1 et en utilisant

+m)! -1)"nl
) =)+ 0) > (1 — = D) (1 — 1~ 2)... (1) = DL
n! (n—m)!
-m ‘ T
P,,””(z)zé—(nJr:%)'J. COs M@ _dp.
ron _”|:z+i\/1—22 cosqo}
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En remplagant m par —m, on a enfin
o (y_m) e Y
Pn_m(Z):l_(n m) I cosme d¢ (ﬂ m)Pm(z)

2l -

- " [
”[z+i\/1—z2 cosqo} (4 m):

Cette deuxiéme méthode nous fait perdre l'analycité sur v mais nous permet de calculer les

coefficients ¢, , et ¢, ,. Nous voyons également que F," et P, ne sont pas indépendants....

14007
0.00154

12007
10004
0.001
800

00

0.0005
4007

200

fig. 7 : Module des fonctions de Legendre de 1ére espece FS(z) et P5(z) : la dépendance n'est pas évidente
mais existe...(Legendred_associees.mws).

5. 3: Orthogonalité

Comme on peut s’y attendre les fonctions P” forment un systéme orthogonal :
p y [ Y g

I L PP () = MJ L PP ()2
-1 (n—m)! -1

(-1)" (n+m)!)J_11Dn—m [(22_1)” }ka[(zz_q’@ }fz.

- 2"tk (n—m

Quelques intégrations par parties bien choisies permettent de descendre les diverses dérivations et
on aboutit a

, (nem) o1 Osin#k

I P ()P (2)dz =) I P()P(2)dz=1 2 (n+m)! .

-1 (n=m)!d 4 sin=~k.
2u+1(n—m)!

D’une maniere générale les propriétés des polyndmes orthogonaux s’étendent sans grand
changement aux fonctions de Legendre, ceci étant principalement di au fait que

m

Pl (z) =Pl (2)=(=1)" (1=2" )2 D" B, (2)=(1-2" )2 ' (2)

ol y;'(z) est un polynéme de degré k. Pour m donné, la suite des polynomes {1//,;” }k , st celle des

polynémes orthogonaux pour le poids w = ( 1-# )m .
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5. 4 : Fouction hypergéométrique associée et prolongement analytique
Nous avons dit que Pv(z):F(—v, v+1;1 ,1_sz : la dérivée de F(—V,V—i—l ;1;1_sz est

_V(Z+1)(—%jF(—v+l,v+2;Z;PTZJ:%F(—V+1,V+2;2;1_sz grice a la dérivée de

F(a,b;c;z) quivaut a—bF(a+1,l7+l;c+l;z).
¢

| —
Par récurrence on a alors D" P,,(;:):M[?(rrz—n,n+m+1;m+1;—1 Zj d’otr
2" (n—m) m! 2
1.5.4. (28)
-1 | m _
an(z)=M(l—z2)2 F(m—n,n+m+1;m+1;1—zj.
2" (n—m)\m! 2
1-z

Les séries considérées convergent pour <le|1-z|<2. En utilisant un certain nombre de

propriétés des fonctions hypergéométriques on peut prolonger nos fonctions & quasiment tout le
plan complexe.

1 1-1-z

1. F(2a,2[¢;a+l¢+—, j=P(a,l¢;a+l¢+%;zj donne dans 1. 5. 4. (28) en posant

2 2
m—n m+n+1 1
a= , b= et c=a+tb+==m+1:
2 2 2
1.5.4.(29)
1" | m -
an(Z)ZM(l—ZZ)Z F(’” ”,”+m+1;m+1;1—z2).
2" (n—m)\m! 2 2
2.
F(ab;c;z)=

()b — a) F(a,c—b;a—b+1; 1 )+ r(r(a-b) F(Zo,c—a;b—a+1;L)
LOI(c—a)(l-z2)* 1-z) T@(c-b)A-z) 1

_1y" | n _ _
donne dans 1. 5. 4. (29) : Pf(z)=M(1—z2)2 F(’” nom ”+1;1—n;izj+(x),
2" (n—m)n! 2 2 2 z

mais dans (X) apparait au dénominateur I'(a)['(c—b) = 1"( m2—n )1"( m—;z+1 ) ; or un des nombres

m—n m—n+1 . L . e
ou est un entier négatif, la fonction I' tend alors vers l'infini et le terme (X)

s’annule !

3. F(a,b;c;z)=(1—z)_aF(a,c—b;c;%j donne enfin

m+n

_1) 2 | I —
pr(z=CD 2 @0y 2, p[u,mw ;l_n;%j
2" (n—m)!n! 2 2 2 1-z

qui converge pour ‘ 1-2° ‘ >1.

4. Si on réutilise de nouveau la relation du 1., on obtient
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(-1) 2 (271)( _ 2 )%F e 1 \/z -1-z

Pm _
» (2= 2" (n—m)!n! B =y

etc.
On peut ainsi moyennant ['utilisation des nombreuses formules sur les fonctions hypergéomé-
triques tirer des expressions de P,” qui étendent ces fonctions a tout le plan complexe.
5. 5 : Le probléme du potentiel pour une sphére (probléme de Dirichlet, 2° partie)
Nous revenons 2 la question 4. 8 : résoudre V>V =0 en posant comme conditions au bord
-V, 0,9)=V"(1,6,0)=((6,9),
- Vest borné a l'origine, V* est nul a 'infini.

f est définie sur la sphere de rayon 1, soit pour 0<@<7 et 0<@<27 et nous rajoutons la

r o 7w
cvondition que f soit de carré intégrable (ou d’énergie finie...) : I J f2(0, ©)sin 0d0dp < .
0o Jo
Il nous faut alors développer f en série de Legendre-Fourier, soit mettre f sous la forme

f(6,p)= Z f,,(0)e™ en développant les coefficients suivant les fonctions de Legendre :

_u+1)n

+oo
fm(0)= Z An,mPn (COSQ), An, 2(l1+ﬂ’l

n={m|

I £.(6")P" (cos 6')46" .

(on somme de |m| & +eo car P," et P, sont linéairement dépendants : les termes d’indices négatif

et positif s’ajouteront deux a deux). En tout cas on a

(8, 9)= Z Z A, WPl (cos 0)™

n=0 m=—n

n _ ‘ . I
471_-‘._”J. f 511’19 de'd(l) XZ(Z!’Z'i‘l)mZ (I’Z M).P”m(COSH)P”m(COS9')(3””((/)_(/))

!
= — (n+m)!
(attention les termes apres le symbole de multiplication sont & intégrer s'ils comportent ' ou ¢').

Comme on ne s’intéresse qu’a la partie réelle, on a

(6, 9)

47[[_ j £(6', ¢)sin 6' d6'dg' xz 2n+l)z

ou g, vaut 1 si m est nul, 2 sinon. Les suites {Pn’”} et {e’mz} sont complétes, uniformément
m m

(cos @)P)" (cos 8") cos m(gp— ")

convergentes, les interversions somme-intégrale sont valides, la formule précédente a donc un sens.

La fonction r"P" (cos@)cosme est une solution de V2V =0 donc la fonction V(r, 8, ¢)=r"f(6, )
est solution et se réduit a f(6, @) pourr = 1.

1.5.5. (30)
Vi(r, 6, p)
=iz J._”J. f(@',9")sin0'd0'de' X; (2n+ l)r”% ” En —m; P (cos B)P," (cos 8") cosm(p—¢").
n F,()=1
Au point #=0 (au pdle nord) on a et a cet endroit :
P (1)=0,m>0
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V(r,0,9)=r"f(0, ¢)=
=%Iijoﬁf(0', co')sine'de‘df”'xnz_(;(2”+1)r”;8”’ EZ;ZiiPJ’(DPJ”(COSHUCOSW(?’-?")]:

tous les termes P,"(1) sont nuls sauf celui oti m = 0, il reste donc

V(r,0, 9) =Lj‘_” J:f(&', @')sin 0'd€'d¢'x2(2n+1)r”Pﬂ (cos@").

A n=0

En fait le pole nord peut étre n'importe quel point de la sphére unité et le choix €=0 peut étre fait
n’importe ol : on choisit donc deux angles fixes (6, 9) qui correspondent & un vecteur unitaire
sin @ cos @
OM| sin@sing | ainsi que deux angles variables (@',¢') qui correspondent & une direction
cos@
sin@'cos @'
variable OM'| sin8'sin@' | ;
cos@'

1,0, )
(r,8', 9"

I'angle o = ( O—/W,OM') a pour cosinus :
cosa = OMOM' = sin @ cos @sin ' cos @'+ sin @sin @sin 'sin @'+ cos 6 cos 6
=cos @ cosB'+sin @sin @' ( cos @ cos @'+sin @sin @' ) = cos @ cos &'+sin Gsin 8' cos(@—@").

T'out ceci mis bout a bout donne que relativement a ces nouvelles directions ’angle important n’est
q & p
plus @' mais & quile remplace :

1.5.5.(831)  V(r,6, go):ij J' f(0', 9)sing'd6'dg'x Y 2n+1)"P, (cosar).
4 d —zdo

n=0
5. 6 : Le théoreme d’addition
La différence entre 1. 5. 5. (30) et 1. 5. 5. (31) donne
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ij‘ I £(6', ¢)sin 6 46'd¢’
drd -zdo

x; Qn+1)r"4 P, (cosar)— gé‘m —EZ J_r Z;: P (cos@)P!" (cos8")cos[m(gp—¢")] + =0,

comme le terme entre crochet correspond a des suites compleétes, il s’annule presque partout et
comme ce ne sont que des fonctions continues, il est nul et on a :

(n—m)!

()] P"(cos )P (cos 8")cos[m(gp—¢")].

1.5. 6. (32) P,(cos@cos@'+sinfsin @' cos(p—¢")) = Z

m=—n

fig. 8 : Parties gauche et droite de I'égalité... n = 9, (p—(p':% . Je ne comprends

pas...(Legendre5_associees.mws).
Cette relation est appelée théoreme d’addition et peut se comparer au théoreme d’addition de
I'exponentielle complexe sur le cercle : plagons nous en dimension deux, écrivons I'équation de
2 2
B_V+18_V 1oV avec la condition V(1,8)=1(6).
ot ror oe’

De la méme maniere que pour ce que nous venons de faire, on obtient par séparation des variables

Laplace en coordonnées polaires, V2V =

1 ¢+~ aiad ) o
et série de Fourier : V(r, 8) = —I f(e" Z Al =8 41
2 d -«

n=—oco

+z it e
Par ailleurs V(r, O)ZZLJ. f (9')2 A"le" 46" mais la direction fixe @=0 est arbitraire et on
Td -z

Nn=—oo

peut prendre 6 comme angle de départ ; on a alors avec (6,6") =«

1 i N |n| —ina
Vi, ¢sr)=ﬂj_7r 6 )n_z_;or T
et la comparaison des deux se traduit par la célebre égalité :

o — e—m(& -0) _ emee—xw )

Cette démonstration est ici basée sur le fait que I'équation de Laplace reste invariante par rotation

des axes ou par translation, le choix d’un systeme de coordonnées n’intervenant pas dans la réalité
(et heureusement...).
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5.7 : Fonction de Green
La solution a I'équation de Laplace sur la spheére fait apparaitre la série Z(Zn +1)r"P,(cos ) qui se
n=0

oo

calcule : nous dérivons la fonction génératrice ¢(r)=;=ZPH (cos @)r" des deux

V1-2rcos0+r* “=
cOtés de I'égalité, puis nous multiplions par 2r et ajoutons ¢ :

=

—2cosa+2r e
; 8/2=an 1Pﬂ(cosot)
[l—Zrcosa+r ] =0
:Zr(—%j ‘ZCOS‘“Z; ot 1 —7 = 2ur"B, (cos@)+ ) "B, (cos @)
[1—2rcosa+r J [1—2rcos0{+r J 1=0 1=0
2rcosa—2r° 1-2rcosa+1 N "
— Nt =Z(2n+1)f P, (cos ).
[l—2rc05a+r ] [l—Zrcosa'+r J =0
On réécrit alors 1. 5. 5. (31) :
L7 (" o 11’ N,
1.5.7. (33) V(r,e,¢)=4—j' J £6', ) —sin6'do'dy’.
e -xd 0 [1—2rcos0{+r2]

Maintenant la fonction de Green est une solution de I'équation de Laplace avec source, la source
étant localisée en un point P, ; on va prendre cette équation sous la forme

AG=V’G=5(P,F))

ot §(P, Ry ) est la fonction de Dirac définie par , I'intégrale étant prise sur

J S(P, By )dv=1
D
le volume d’un domaine simplement connexe contenant P;.

G peut s’interpréter comme le potentiel créé par une charge ponctuelle unité placée en Py a
I'intérieur d’une sphere parfaitement conductrice.

Le théoréme de Green donne

1.5.7. (34) JD[VAG—GAV]dv=I8D[V%—f—cg—nds

. L s G L . - s
ot dD désigne la frontiere de D et >, la dérivée de G suivant la normale extérieure & dD
n

(rappelons que la premiére intégrale est une intégrale de volume, la deuxiéme une intégrale de
surface).
oG

En particulier, si D est une sphere, on a %—G =— d'ottavec AV =0 1.5.7. (34) devient :
n

sin@'d@'de'.
r=1

r
J.DV&P’ Fo)dv =J.—+:J.0+”f(e'7 q")aa_f

Le potentiel V est une fonction continue de P et §( P, F )=0 pour P # F, ; 'intégrale de gauche

peut se réduire pour tout & >0 A j VS(P, Py)dv =V (P, )j S(P, By)dv=V(R), d'ot
|P-py<e |-t
+7 + aG
1.5.7. (35) J j' F0, V22| sing'da'dp' = V(P,) .
-7 J 0 or r=1
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Cherchons maintenant la fonction de Green G: P, est le point de coordonnées (1), 8y, @) et
prenons le potentiel en P(r, 8, ) égal a

-1 -1
4R 4z|P-F,|

h(r, 6, ) = Rz\/rOZ—erO cosar+r?

avec cosa = cos @ cos @ +sin G, sin @ cos(@y —@).

Ona Ah=0 lorsque P # F, et on effectue le calcul :

[ anao=] v.hdv= [ %ds:J. %45:‘_1[ (ilj
D | =Py |<e | =Py |<& On \P—P0\<88R 4z J | p-py|<e\ IR R )|p_,

:LJ‘P 11)\35 47[‘[ I —g sin@d0dp=1.

La fonction / est donc bien une solution de AG =V2G=5(P, P ) et on doit avoir G = ﬁ+;{ ol
z

X est une fonction réguliere telle que
1.5.7.(36) Ay=0 et x(1,6, (/)):4—

Il reste a trouver y .

. . . . . 1
En faisant une inversion de centre O, de puissance 1, sur P, on passe au point F; [r_’ 6y, 9y | car
0

. 1 r _
les angles sont conservés; on a alors R'= |[—-2- cosa+r* =>R'y=R et la fonction
) ro
1 e 1 - -
= - satisfait Ay=0 pour r<1 et y(1,6,¢)=——; ainsi toutes les conditions sont
4y R 4zR'
satisfaites et la fonction de Green solution est
1 1
G=- e

47z\/r02 —2rry cos ar+17 47z\/1—2rr0 cosa+rir’
On peut l'interpréter comme le potentiel résultant d’une charge ponctuelle en Py ainsi que d’une
autre charge de grandeur convenable en F; dont les effets s’annihilent sur la sphere de rayon 1.

9G 1 1-r . .
Pour conclure on a —| =— ce qui reporté dans 1. 5. 7. (35) redonne

3/2 7
o Iz 47[[1—2@ cosa+r02]

bien 1. 5. 7. (33).

5. 8 : Comportement asymptotique des fonctions associées
Rappelons le lemme de Watson (démonstration au chapitre fonction Gamma) :

Supposons qu’au voisinage de z =0 la fonction F(z) posséde le développement asymptotique
o) k_

F(z):Zakz'
k=0

|F(2) < Ke'™ lorsque |2| > a (F est au plus d'ordre exponentiel 1 a linfini).

1 . . ...
avec |z|<a et r>0 et qu’il existe des constantes K et & positives telles que

Alors pour |v| grand, on a

Ew)= j V‘Fz)dz~2al"()

our % <ar (V)<Z
POt Ty sasI=y

© Frédéric Laroche, 2006 32 Promenades mathématiques

Polynomes et fonctions de Legendre http://promenadesmaths.free.fr



Nous allonsréutiliser ici le lemme de Watson : reprenons 1. 5. 2. (27) en I'écrivant sous la forme

n | ox _
B (cos®) = MJ. [cos@+isin@cosul ™ du
27n! 73

et introduisons la nouvelle variable w =¢" :

imE nln[ cos 6+%isin 6( v(/+l H
' w
1.5.8. (37) P (cos8) =& (“’”)‘J' | ¢ dw .
w|=1

27n! wm+1

Regardons ce qui arrive & f(w) = ln[ cos@ + %z’sin 0( w +l j} Cf'@E) =0, f"@*1) =+ic"sing . Un
w
développement de Taylor en 1 (en —1 la démarche est identique) donne
f(w)= i6+ée_’€ sin@(w—1)° +...,

soit

—g(w) :M =(w—-17+.. o gw)=
Ee_”g siné

2ie® [ f(w)—i6] _

sin @

—(w—1)? -

Considérée comme fonction de g, w a un point de branchement enw = 1 et on a

2] =1+z’\/§+..., wy =1-i\Jg+....

Revenons a 1. 5. 8. (37) et prenons l'intégrale

a e”f(W)
1.5.8. (38) 1=J' dv ;
1 Wm+1
passons du plan des w au plan des g :
gla) pnf (w1(g)) 4y ) g(a) - L)
I = J ——1d — emej e—a)g a 2 i
0 wi’ 1 dg & 0 ;) e8 &
ine?sind ~ a 1 dw i
avec @ =——, Zang = m+1—1, apg=—.
2 e wy™ dg 2
Pour 0<e<@<m—e<m nous avons argw>0 et l'intégrale I converge. Le lemme de Watson
donne
I( 1
- E—l i\/; ‘ e{(ﬂ+5)9+%} o
I~e’”92akj. MU du~ =" v = — +...
e ND 2 nsin @
L'intégrale 1. 5. 8. (37) est décomposable en quatre intégrales du type 1. 5. 8. (38) : deux au
voisinage de w = —1, deux au voisinage de w =1; au voisinage de 1 il y en a deux qui
correspondent aux deux déterminations w, et w,. En les combinant dans 1. 5. 8. (37) et en prenant
|
(rz+_|m). ~n" pour m fixé et n> m nous obtenons finalement
n!
[ 2 1
P"(cos@) ~n" —— cos (n+—j€—£+m£ )
nxsiné 2 4 2
© Frédéric Laroche, 2006 33 Promenades mathématiques

Polynomes et fonctions de Legendre http://promenadesmaths.free.fr



6. Solution générale de I'équation compléte de Legendre

6. 1 : Les fonctions de seconde espeéce

Revenons sur 1. 5. 2. (26) : Pv(z):1+z( o
n=1 nt

entier positif # ou un entier négatif —n—1, le développement s’arréte au terme en (1-z)", la

V—n+1)(V—n+2)...(v+n)(z;l) : lorsque v est un

somme est finie, on retombe sur les polynémes de Legendre P,.
Lorsque ce n’est pas le cas, on peut voir que B, (—z) est également solution de 1. 4. 8. (22) : les
deux solutions sont elles indépendantes ¢

Posons f(z) = AP(z)+ BP(-z) et reprenons la forme initiale de I’équation de Legendre 1. 4. 8. (22) :

2
(1-2? )d G—ZZZ—6+V(V+1)G=O
z

dz?
Ou encore
2
1. 6. 1. (39) d—G+cot€d—G+V(V+1)G=O.
46° a6
1 1 A*G 14G

Lorsque @ est petit, on a cot@= +v(v+1)G =0, soit

== 1.6. 1. (39) devient —+
tand 6 46’

046
une équation de Bessel dont les solutions sont
Clo (Vv +1) )+ DY, (O v(v +1) )

(fonctions de Bessel de premiére et deuxiéme espéce).

Quand @ tend vers 0, la fonction Y, tend vers l'infini ; par contre B, (cosé) tend vers 1, il faut donc
que P,(—cos®) tende vers l'infini, les deux termes sont bien indépendants. On a également le
résultat que P, (z) croit vers +eo comme Y, lorsque z tend vers —1.

Dans le cas ol v est un entier #, on a F,(-z)=(-1)"F,(z), les deux fonctions ne sont pas
indépendantes et il faut faire intervenir une deuxiéme solution Q,(z).

Les équations différentielles linéaires du second ordre y"+y'f;(z)+yf,(2)=0 doivent avoir deux

solutions indépendantes ; on montre que si y; et y, sont deux telles solutions alors

dz

esp| [ it

ce qui donne une solution linéairement indépendante de y, :

exp[ —J f1(z)dz j

}/2 dZ .
vy

:>J fl(z)dz=ln(1—z2)zexp(j‘ ﬂ(z)dz]=1—z2,

V1=V A"‘BJ

7

-2z

1-2°

Ici nous connaissons y, =P, (z), fi(z)=

dz
1-2){E,()}

peut écrire la décomposition en éléments simples :

d'ol G(z):P”(z)[AHE{J.

]] Comme P,(z) n’a que des racines simples ¢, , on

© Frédéric Laroche, 2006 34 Promenades mathématiques

Polynomes et fonctions de Legendre http://promenadesmaths.free.fr



1. 6. 1. (40) ! =1[11 L] }Z “@ N b

(1-2{P,»)) 2l1-z l+z] &Zz-a, Z(z-a,) )
d (z-a,) d 1 N .
On calcule 4, =Z[m] =Z{(1—z2—)L2(z)} B ot P (2)=(z—a,)L(z) ; ceci

2T
nous donne 4, =2 o L@, )2 gl o)L (20%) .Ona P,(2)=(z—a,)L(z), que 'on renvoie dans 1. 4. 8.
(I-a;) { L)}

(22), et on obtient a,L(e,)—(1—a?)L'(e,) =0, soit a, =0. Il reste & intégrer 1. 6. 1. (40) :

~ 1, 241 N b
G(z)—P,,(z)[A+B{21n1_Z Z(Z_Zk)”

k=1

Les b, se calculent comme précédemment et on obtient la deuxieme solution Q,(2) :

1, 241 ¥ 1
Q,(2) Az)[zm_z ;<z z)(1- zk>P2<zk>]

D’un point de vue complexe le logarithme est multivalué et il faut fixer sa détermination : en fait si
on fait le tour du segment [—1; 1] le logarithme reviendra & sa valeur initiale, il suffit donc
d’interdire ceci en supprimant ce segment du plan complexe ; on prend alors le logarithme réel
pour z réel positif supérieur a 1, ce qui fixe la détermination de In mais oblige a un petit tour de
passe-passe de maniére a conserver une valeur réelle a Q,(z) en dehors de [—1; 1] en prenant

B 1, z+1 < 1
Q,(2) n<z>[2nz_1 ;:(z 201 zk>P2<zk>]

Les points —1 et +1 sont des points de branchement, suivant les cas on prendra I'une ou I'autre des
formes.
Evidemment, si on développe, les termes en z—z, vont se simplifier et la partie sans In est un
polynéme de degrén — 1 :

1. 1+z 1. 1+z

=F(z)=1 ==1
Q @)=k ==

1. 1+z z z. 1+z
Ql(Z)_Pl(Z)Eln1—2_(z)(1)P1'2(0)_5 1—. -1,

327 -1, 1+z 3
= — 1 — —
Q=) { 4 ]n1 z 2

2
z°+—, etc.
1-z 2 3

%(z):[szs—gzjl l+z 5,

4

n

1
i(2) avee Wii(2)=) 2 Pa(2)hs(2) ; par
k=1

La forme générale est Q,(z)= %PH (z)In I+z

1-z
ailleurs les fonctions Q, et Q, peuvent étre définies comme les fonctions Y, de Bessel par :

P, (z)cos v — P, (-=2) P, (2)e™™ —P,(~z)

Q,(z)=lim : et Q,(2)=lim :
v—n sin v v—on sin v
+1 P
Une derniere forme est utile : J
2o u
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6. 2 : Les fouctions associées de seconde espeéce

Définissons de la méme maniére qu’en 1. 5. 1. (25) les fonctions Q" par :
m

i(z)=(2"-1)2 D" Q,(2), z& [-1; +1]

et

Q" () :%[ﬂ"Qy(zﬂ'O)Jr(—i)m Q' (z=i0) |, ze [-1;+1].

Les calculs donnent alors

Qr(2)=(-1)

"yl l =
m 2 n.(n+m).(22_1)2 1 F n+m+1’n+m+2;n+§;i ‘
(2n+1)! P 2 2 27 52

Il y a des quantités astronomiques de formules qu’il est hors de question de citer. Le lecteur
intéressé pourra consulter [Leb] ou [Ang] avec profit...

14004
12004
10005
200 4
00
4004
2004

fig. 9 : Représentations de (3 (Legendre6_associees2.mws).
Dans tout ce qui précéde nous n’avons considéré (ou quasiment) que des indices v et m entiers :
en fait on peut prolonger sans difficulté particuliere les définitions et les propriétés des fonctions

P,, P, Q, et Q adesindices complexes ; la définition générale est alors sur la base des fonctions

hypergéométriques :
u
PH(z)=— [z”jzp(-v yal;1- -1‘Zj
14 F(l—ﬂ) Z—l 7 7 ﬂ] 2
et
Q”(z)=—\/; (22_1)§ ! F(V+ﬂ+1 V+ﬂ+2-v+§-ij.
v 2v+1 F(V+8/2) ZV+/1+1 2 7 2 i 2 ; ZZ

6. 3 : Le cas oni n est un demi-entier
. . I 1 .
Un cas spécial qui se rencontre dans les applications est quand m = 0 et v = oot entier naturel.

Considérons ici que z est plus grand que 1 et posons z =cosh & : on obtient
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0.357

0.37

0.257

0.2

0.157

0.14

0.057

fig. 10 : Représentation de Q5 (Legendre7_demi_entier.mws) : il vaut mieux redéfinir
la fonction car celle donnée par Maple ne marche pas tres bien...

Le calcul de P (z) ne se fait pas aussi bien car la fonction devient indéterminée ; on s’en sort en
gt
2

utilisant la régle de 'Hospital a partir de la relation suivante :

Pv(z)=tar;fV[QV(z)-Q_v_l(z)],
Ona
P 1(coshaz):i2 [W} ) F{M}
"y T 14 V=n—— oV oy L

et en manipulant laborieusement les fonctions hypergéométriques, on trouve

( 1 ) i1 T(n—k)D(k + g)

P 1(C°Sh06)=iea B 2k

" T k=0 F(/e+1)l"(n+%_/€)
1 —a[ﬂ+l) o F(n+k+%)1"(le+%) | L
- 2 2 b+ D) —w(b+- A - 1 ke
2. 2 F(n+le+1)1“(/e+1)[ a+yle+1)—ylk+-)+yk+n+1)-y( +n+2)}e

ol a >0, n est entier, le premier terme doit étre oublié lorsque # = 0 et la fonction ¥ est

yx(l):—y,y/(m+1)=—y+1+1+...+l,y/(m+l):—y—21n2+2(1+1+...+ 1 )
2 m 2 3 2m—1

¥ est évidemment la constante d’Euler.
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0.8

modf) 991

0.4

0.27

4.5

0.5 0’5 u]

fig. 11 : Représentation de Fy5 (Legendre7_demi_entier.mws).

De nombreuses représentations intégrales peuvent étre trouvées, particuliérement :
7 cosng
0 \2cosha—2cos¢g

1.6.3. (41) Q _l(cosha)=J. g,

cette derniere forme ramene le calcul des fonctions de Legendre a celui des intégrales elliptiques :

K(k) = j' 5% et E(k):J. 2 1 sin? pdg
0 J1-F"sin® @ 0

0 a .
car en posant sinh — =sinh —sin ¢ on obtient

o
Q ,(cosha)=2¢ 2K(e™®) et P 1(cosha)=LK(tanhﬂj.
T2 2 ﬁcosh% 2

Les formules de récurrence feront le reste.

6. 4 : Oscillations électromagnétiques d’une cavité sphérique

Les équations de Maxwell ont été données au chapitre Applications des Fonctions de Bessel, nous
n’y revenons pas ; le probleme se rameéne dans le cas d’une spheére de rayon p et lorsqu’on se limite
aux fonctions périodiques dans le temps a résoudre I'équation

VIU+EU =0 ot U=*V(r,6,¢).
Ceci donne 'équation
2
o’  sing| 98 00 ) Jd@\ sinf ¢
posons V = JrE(r, 6, 9), I’équation devient

aZ_F+la_F_l£+iaz_F+icotga_F+;a2_F+k2F—O

o’ ror 47 290 26 1% sin? 6 9¢? '
On cherche une solution sous forme de produit de Laplace, nous remplagons donc F par
R(r)®(8)®(¢) et nous divisons par R(r)O(0)P(e) :
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1[ 4’R_14R At d2® e | 1 1 e 5, 1
— ot0— |+— —+kf——=0.
dr* rdr i) r? d02 16 | @ r? sin? 0 d¢? 4¢?
Posons (afin d’avoir des solutions revenant a leur point de départ au bout d’un tour :
14’

S 7 =— 11> = @ =¢; cos(u@)+c, sin(ug) =Re(Ae™™?) , A constante complexe,

puis

46° 46 | sin’6 46° 46

On a donc ici I'équation de Legendre : la seule solution uniforme a l'intérieur de la sphere et finie
sur I'axe (Oz) sera la fonction de Legendre associée de premiere espece dont les indices sont des

2 2 2 ’
%{d® ted_®}_ 4 +q —0@—d®+cot0d—®'{4 - .,u }(9:0'

entier positifs. On doit donc poser g =m et 4° =n(n+1) d’'ot
O(f)=P"(cosb).

La fonction R quand a elle est donnée par

R L O DN S A R=0
r r ar

i 1
)+t )+
1[ PR 1dr] "D A£R VAR |, "rD*
r? dr* rdr r

qui est une équation de Bessel ; la solution de cette équation est alors

RO=J (k).

Dans le cas ot le centre de la spheére n’est pas dans le domaine de la fonction on doit également

faire apparaitre la fonction de Bessel de deuxiéme espece Y .
n+—
2

On a donc finalement la solution

UG, 6, 0,0)=r] (k" (cos Q)Re[Ae ”‘/’*“’”]

Pour les ondes électromagnétiques on obt1ent les résultats suivants :

- pour 'onde transverse magnétique (onde électrique E) :

n+l)\/—] (/er)Pf(cos&)Re[AeiwwW)]

l1+*
2

[f J 1(fef>]%[P;”<cose>}Re[Aef<w+m>J |

n+—

[\/—] (k )] " (cos ) Re[Agl( m¢+m+%] ]

[

rsin 0 dr

B, =0

-

rsmH

\/7\/—] \ kr)Pm(Cose)Re[Ae(m¢+/ea)t+2)];

By =% R (k)2

n+7 40 |: an (cos 8) :| Re|: Aei( mp-+kar ) :|
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- pour I'onde transverse électrique (onde magnétique B) :

E =0

y =

E,

Sll’l

\/7\/_] (kr) P (cos®) R{ Ae{mwmﬁj ],

E —z—\/7FJ+ kr) [ (cose)]Re[Ae W’”W)]

( r) P, (cos6) Re[ Aok ) J
[\/—]+( )]dd [PW(COSQ)JReI:Ael m(/’+ka)t):|

[ \/—]H, (kr) ] P (cos ) R{ Aei( mwm%) ]

v rsmH dr

Les conditions aux limites sont pour r=p (sur la sphere) E, =E, =0 d’ou la condition pour les

ondes transverses magnétiques : [\/ r] L (k )] =0 dou %] (kp)+kp]” | (kp)=0
s n+— n+-
r=p 2 2
mais les relations de récurrence sur les fonctions de Bessel donnent

2 2

J i (kp)

e+ b
les conditions aux limites deviennent alors —2 =2 . cette équation a pour racines
n

(kp)

H—
2

kp=ay,,..,@,,.. ; la pulsation électromagnétique dépend donc de n et du rang p de la racine

@, . La pulsation la plus basse correspond a n=1, p=1, ce qui donne comme équation

1 1 kp N . ,
—_— =kp & tan(kp) =———— d’ot la solution o =2,744 et la plus basse fréquence est
kp tan(kp) 1-(kpy’

A=2" _1289)
(2]

Pour les ondes transverses électriques on a simplement | |, (kp)=0 qui donne tan(kp)=kp de
n+—

solution B =4,4934 et la longueur d’onde dans le vide 4 = ﬂp 1,398p
1

6. 5 : Le probléeme de Dirichlet pour un cone

Nous terminerons ici cet apergu avec la solution de ce probléme qui se rameéne curieusement aux
fonctions de Legendre : on aurait pu penser qu’une utilisation des fonctions de Bessel aurait été
plus évidente.

On a donc un codne infini d’angle au sommet 6, et dont l'axe est (Oz). L’équation du codne en
coordonnées sphériques est 8 =6, avec 6, < x. Le probléeme posé est alors le suivant :
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Trouver les fonctions V(r, 8) telles que
- Vest harmonique dans le domaine 0 <r <+, 0<6<6, et

- V satisfait les conditions aux limites U(r, 8) =f(r) avec f(r)——-—0 uniformément en & (pour

assurer I'unicité de la solution) et f continue.

Pour les mémes raisons que précédemment nous

avons la solution pour @ : ©(6)=Pf(cosb) ;

limitons nous a l'’équation de Laplace AV =0,
soit u=0: 0(6)=P,(cosb) ; comme [\

0<6<86,, on est sr que cosé ne tendra jamais
vers —1 et donc que B, (cosd) reste borné a
'intérieur du céne. On peut donc choisir ce que
I'on veut comme valeur de v . En I'occurrence si on prend

2

vv+1)=—¢g
alors
1.
1 2 1 V__§+lu
v2+v+42:0<:>(v+—j +(42+—):0:> ,u20
2 4 1 .
:_E_m

Choisissons donc V:—%+iu et regardons ce que donne P, (cosf) a l'aide de la fonction

hypergéométrique associée :

T i b
4y —+u —+u
P, 4(cosH)=F(l+iu,1—iu;1;sinzgj—1+4 in2 ¢ 4 4 in 2
——+iu
2
Le résultat est visiblement réel et satisfait les inégalités :
1<P | (cosh),0<0<xm

——+iu
2

P, (cos@)<P , (cos§y),0<6<86,.
——+iu
2

——+iu
2
Supposons maintenant que g(r) =+/rf(r) a un développement de Fourier de la forme

g(r) =~rf(r) = J. : [ g (w)cos(ulnr)+ g, (u)sin(ulnr)|du

avec g (u)= lj. ) m cos(ulnr)dr et g (u)= lJ. WM sin(ulnr)dr, les intégrales étant uniformé-

rdo Jr zdo Jr

ment convergentes sur chaque intervalle fini [#, 1, |.

Considérons alors les fonctions

M) =~ &W Ny 8W
. (coséy) P, (cosé§y)

——+iu ——+iu
2 2

V= V(u):%[M(u)cos(ulnr)+N(u)sin(u1nr)]P . (cos®),

——+iu
2

et intégrons V de 0 & 4o : la fonction
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U(r, 8) = IOMV(u)du =%J.O+w[M(u)cos( ulnr )+ N(u)sin( ulnr)]%du
—l+iu 0

est alors une solution (formelle) du probleme.

Un exemple vaut mieux qu’un long discours : on prend un conducteur conique au potentiel 0 avec
une charge ¢ sur l'axe & la distance a4 de O. Le potentiel total en M(r, 8) di a g s'écrit comme la

q q

somme du potentiel direct — et du potentiel induit dans le coéne, U: V=—+U avec

R=~r*—2arcos@+a’ .U quand a lui satisfait a la condition

q
Ulpeg, =)=~
= \/2 —2arcos @ +a’*

On utilise alors une des représentations intégrales de B, en provenance directe de 1. 6. 3. (41) :

cosh(v+1)9
= 2

Pv(cosha):icos(v+ ! jzzj dae
b4 0 \/2cosh@+2cosha

pour obtenir

cos(ulnr)  dr

8 (Ll) J. +°°f_COS(LIh’1 f’)d]’ = —i COS(LIln I’)
T

+o00
0 zTdo \/;\/rZ—Zgrcos€0+a ”\/_J- \/Tcoseo

J’ cosfu(s +1na)] s = _2gcos ulna)J‘ cos(us) s
aad - \2coshs—2cos6, \J2coshs —2cos,
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De méme on obtient g,(4) = — (—cos#y). La solution du probleme est

donc donnée par
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Cette intégrale est absolument et uniformément convergente pour n <r<r,0<68 <6, ; en fait les
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inégalités du début permettent de majorer U par J- —2 ——du=—cos—- ce qui clét la
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discussion sur l'existence de la solution.
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