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Le travail ici présenté n’a aucune prétention a l'exhaustivité. Cette partie est essentiellement théorique
méme si on commence avec un probleme de physique classique. Une deuxiéme partie contiendra diverses
applications a I’Optique, la Mécanique quantique, la Mécanique classique, I’Astronomie, 'Electricité, etc.



1. Le point de vue différentiel

1-a : Un fil

On suspend un fil a un crochet, quelque part sur la longueur on 'écarte de sa position d’équilibre et on le
lache... Quelle est alors la courbe décrite par ce fil ¢ Daniel Bernoulli rencontra le probleme en 1732 et
donna sa solution qui fait appel aux fonctions de Bessel, lesquelles ne seront réellement étudiées que
beaucoup plus tard par 'astronome allemand Friedrich Bessel en 1824.

X

Soit donc un fil pesant de longueur /, homogene et non rigide, attaché a une extrémité A. Au repos il pend
verticalement (on peut faire le montage avec une chaine dont les maillons sont suffisamment petits). Nous
écartons le fil de sa position d’équilibre et nous nous intéressons aux petites oscillations planes du fil. On
appelle (Ox) I'axe vertical et (Oy) 'axe horizontal, soit également p la densité du fil.
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Prenons deux points M et M’ voisins sur le fil: la force [ qui agit sur le segment [MAM’] (supposé de
longueur unité, mais ¢a ne change rien a 'affaire) est la projection horizontale de la tension T du fil quand
Y

on passe de M a AM’, on a donc f:TcosﬁzTcotﬁzTﬂ d’oti (f‘—f)ax:[T‘a—y—T—} et la
ox ox Oy
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différentielle suivant les x est alors f =— Ta—y . Par ailleurs la tension est compensée verticalement a la
v v

: . d[ oy dy , 9% -
hauteur x sur le segment [MAM’] par T = pgx d'ou f = pga— x— |=pg —+xa—2 ; par ailleurs Ja force
v v

ox ox
%y

d’inertie horizontale sur le segment est pa—2 d’oli 'équation du mouvement :

t

1% oy o
(L.a.1) L ARY Apra

gor Oy Ox
Cette équation a bien sir des tas de solutions possibles, aussi limitons nous aux fonctions sinusoidales

: du _ . o ., 0 - . Ou_dp
der: u(x,1)=g(x)e'™ ; nous obtenons alors — =i@p(x)e” et —— = ~@@(x)e'™ | de méme — =99 jon o
ot ot v dx
P u_d*Q jor
2" d—fe’“” d’oli apres simplification 'équation :
i x

2 2 2 2

W dp d¢ d¢ ldep ol » 1, k
la2 —p=—Ttx— > —+——T+—— =0y +=y +—y=0.
(1.a2) g ¢ dx xdxz Ay xdx g x(p Y xy xy

Nous faisons un essai de résolution numérique avec l‘'ordonnée maximale / = 1000, I'écart initial en y de 10
et diverses valeurs de @ :

1200 7 x
1000 A
800
600 1
400 A

200 1

0,2 0,1 0 0,1 0,2

1200 7 x
1000 A
800

600 1

0,2 0,1 0 0,1 0,2




1200 7 x

1000+

fig. 1 : résolution numérique (Excel)

Pour chaque valeur de la pulsation on obtient une fonction différente, mais on peut comparer avec
I’équation des ondes et se dire que I'on peut trouver une solution générale...

On peut opérer en utilisant la méthode d’intégration par les séries, ce qui va effectivement donner une
fonction déterminée, la fonction de Bessel d’ordre 0, mais plutét que de faire ce travail dans le cas
particulier du fil nous allons généraliser a I’équation de Bessel dont un cas particulier est 'équation du fil.

1-b : L’équation de Bessel
C’est 'équation

A’y 1dy v?
1.b.1 SV 1= |y=0
( ) 4z’ +z dzJ{ I% / '

que l'on rencontre dans de nombreux problemes de physique, particulierement ceux présentant une
symétrie cylindrique: problemes de membranes, oscillations électro-magnétiques dans une cavité
cylindrique (comme un fil électrique...), déplacement libre d’une particule en Mécanique Quantique, etc.

Nous cherchons donc des solutions (méthode dite de Frobenius) sous forme de série entiére de la forme

o = =

d — d - . P
y= ZPZ%Z” A pz’ 124 et £ = plp—1)z" 224”2’7 d’oli en remplagant dans I'équation et en
dz dz
n=0 n=0 n=0
identifiant les coefficients les relations :

v, =0

[(p+n)2 —? Jan +a, ,=0
la premiere relation nous donne p ==v, choisissons v positif s'il est réel ou de partie réelle positive s'il est
imaginaire ; a, est alors quelconque.
Premier cas : si p=v (>0) on a alors
Qp+1)a; =0, (4p+4)ay +ay =0,(6p+9)as +a, =0 ..., Qpn+n’)a, +a, , =0

donc les coefficients d’ordre impair sont nuls et les pairs s’obtiennent en fonction de 4, :

_ &)
4y, =y =5 )
2911+ v) 2+ V). (r+V)
On définit alors la fonction de Bessel ], _de premiére espéce dordre v par le choix de aj =ﬁ, ce qui
+v

permet de donner une écriture compacte de J, grice a la propriété de base de la fonction gamma :




Cd+r+v)=1+v)2+v)..(r+v)I'(1+v) (on se rappelle que la fonction gamma est comme une
factorielle...voir http://promenadesmaths.free.fr/Fonctions complexes gamma.htm). Nous écrivons donc

(1b.2) ]V(Z)=(

n _x r 2r
et si v est un nombre entier #, ]n(z):(ij Z 1) (5) ,

Deuxieme cas : si p=-v, les coefficients pairs sont tels que 2r(2r+1-2v)a,, +a,,_, =0 et les coefficients

impairs tels que 2r(2r+1-2v)a,, .1 + 45,1 =0 ; si v n’est pas de la forme 2m+1

,me N alors les coefficients

impairs sont nuls et de la méme manieére on obtient

ER N S A
(1.6:3) ]-V(z)_(zj Zolr!r(—ku)(zj

Dans le cas oul v n’est pas entier, les fonctions J, et J_, sont linéairement indépendantes et forment une
base de l'espace des solutions : en effet, la fonction I' ne prend des valeurs infinies que pour des valeurs

14
entiéres, aussi lorsqu’on fait tendre z vers 0, J, tend vers 0 (a cause du terme (5) ) alors que la fonction

-V
J_, tend vers l'infini (3 cause du terme (5) ). On a donc la forme générale des solutions, également

appelées fonctions cylindriques -
(1.b.4) Z,(z)=A],(2)+B]_,(2)

Dans le cas ol v est entier égal a #w on a I'(—v+r+1)=T(r—n+1), or ['(k)=oc si k est un entier négatif,

donc tous les termes de J_, sont nuls jusqu’a un rang r’ ol #’ est le dernier entier pour lequel r—n+1<0;

nous pouvons alors écrire
-n _® _l)r'+n > 2r'+2n 2! il (_l)r' . 2r'
165 ] =£) (_(_j e[ ZV S G (2
A (2 r,z_(;r'!(r'+n)! 2 13 ;r'!(r'+n)! 2) =B
et nos deux fonctions ne sont plus indépendantes. Comme I'équation de Bessel est d’ordre 2, I'espace des
solutions l'est également, il nous faut donc trouver une deuxiéme solution...
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fig. 2 : représentations de la fonction J,(z)

(animations pour J,(z),-4<v <5 sur http://promenadesmaths.free.fr/Bessel/Bessel].htm)
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-c : Fonction de Bessel de seconde espéce
Nous allons chercher une fonction Y, (z) telle que

cosav],(z)=-]_,(2)

. 7
sinzxv

J,(z)=cosav],(z)-sinavY, (z) &Y, ()=

il est clair que si ¥ n’est pas entier on retombe sur une solution particuliere de (1.b.1) ; par contre si on fait
tendre v vers un entier n, la fonction Y se présente comme une forme indéterminée (coszn=(-1)");
appliquons la regle du marquis de 'Hospital :

1e1) V(0= i RO ULE) My oy |-ty L him( ) ]

von T Cosmv TLv—>

Il nous faut donc calculer la dérivée de ], : utilisons le développement en série

_(Ejvi (_1)r (Eer _eV1n(2> oo (_Dr (Ej% .
2 :Or!F(V+r+1) 2) :Or!F(V+r+l) 2)

d]v ~ zvlg“' ( j ( j > V+r+1)( j”
Z V+r+1) ZO: r‘l"2v+r+1 2

oo 2r+v
=1n£]v(z)—z -1y r'(v+r+1) ( j

2 pry rITw+r+1) T(w+r+1)
Faisons tendre v vers n, la dérivée logarithmique de T" est la fonction digamma : Pwtrel) y(v+r+1)
I'v+r+1)
d’otr
d] (Z) 5 ol 5 2r+n
L dy(z) oz B z '
(1.c.2) lim == = In~ ], (2) ;r!(n+r)!l//(n+r+1)(2j ;
pour J_,(z) nous utilisons la formule des compléments :
[((1-2)=——=TE-l-vi=—— = T
sinzz sinz(v—r) sin(@zv-zr) (-1) sinzv

soit en séparant la sommation a 'ordre n—1, n étant 'entier immédiatement supérieur a v :

I _(ij_v ﬂim_r) smw(if +(5)-V i (-1 (5)2' '
v 2) & o1l 7 \2 2) &rli(=v+r+D\ 2 ’
il nous reste a dériver par rapport a v :

o3

Lorsqu’on fait tendre v vers#, on a

. d]_v(z)_ Z ; n-1 F(n—r) . —n+2r nd (_1)r 5 —u+2r .
S __]‘”(Z)log(§j+(_l) ZT(E) +;mv/(—n+r+l)(§j ;

r=0

—v+2r o 2 1t —v+2r
oW —r)cosm/)(gj +z(—1)1"(—v+r+1)(£j

AT (= +r+1)

r=n

on peut alors faire un décalage de # indices en remplagant r—# par r, ce qui donne en utilisant (1.b.5) :

. d]_,,(z)___ ) E o n—1 F(l’l—l’) E —n+2r [ E n+2r
(Led) lim==F==~(-1) ]n(Z)IOg(ZJH V2 =1 (2) Z r+,,l)|r| (2) ‘

r=0 r=0

On remplace (1.c.2) et (1.c.3) dans (1.c.1) :




2 2 IO (==l 2 V7" 15 (1) 2 P
n@=paoiegs 1 3 (S 03 voseen)(5 ]

r

C’est la solution dite de Weber(on trouve d’autres écritures comme N pour fonction de Neumann). Pour
n = 0, le deuxieme terme de la formule est nul.

Re) rodif)

O O MO

fig. 3 : représentations de la fonction Y;(z) (animations pour Y, (z),-4<v <5 :

sur http://promenadesmaths.free.fr/Bessel/BesselY.htm)

On définit également les fonctions suivantes :

- fonction de Bessel modifiée de premiére espeéce :

Vv 2r
(1c4) L[ %) Zmbj ey

r=0
- fonctions de Hankel (1) et (2) ou fonctions de Bessel du troisieme type :

(1) HOGE) = 12 +%, ()= 2257 S e ey 01, () =i 2B Tl
sin(zv) sin(7zv)

7

on obtient mal des expressions de J et Y en fonction des fonctions H (on peut remarquer que si J joue le
réle de cos, Y celui de sin, alors H" et H? jouent celui des exponentielles...) :

1 1
(1.c.6) W@y =S B+ @) ], Y(2) = HP(2)- HP(2) |
i
- fonction de Bessel modifiée de deuxiéme espece :
1 . . xl (z)-1,(z)
lc7 K ()= 2 g0 = Flv(B) =4 (2)
(1e7) D)=y a HY ) =S

1-d : Quelques résolutions d’équations différentielles
Notons Z,(z)=AJ,(z)+ BY, (z) la solution générale de '’équation (1.b.1)

o
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2 2
dy _Ldy Ay 14y,
dz  kdx 422 B2 dx?
(141 Ly Aady (o 7 gy Ly [ Vg
o o kxkde | ) A2 xdx y=

Pour cette équation la solution générale est Z, (kx) = AJ, (kx)+ BY,, (kx) .

En faisant le changement de variable z = kx on obtient

Prenons maintenant I"équation
2
(1.d.2) —+——+by=0
x

et faisons le changement de fonction: y=x"u, nous avons alors y'=px"lutxlu' et

"= p(p=1)x"u+2px" " u'+ xu" d’ott en remplagant :

2 ‘-
x”u"+(2;7+a)x”‘1u'+(V(P—l)xP_Z +apx?™? +bx” )uzO = u"+p—+au'+(l7+w}1:0.
X

X
2
p_r_

— Ju 0 ; cette équation a pour solution
X

Si on choisit p tel que 2p+a:1(:»/9:1_7ﬂ on a u"+lu'+[
¥

1-a
a (x\/_ ) ‘ol la solution de (1.d.2) : y=x"u=x2 Z_, (x\/Z)) :
7 2

Z,(xvh))=z

La derniere et la plus générale : soit 'équation de Bessel généralisée

dxz X dx

2
(1.d.3) Ly, ady, (Zo Py )y:O;
x

en combinant les deux méthodes précédentes, a savoir poser x=kz? puis y=z"u(z) on aboutit (c’est
franchement laborieux...) & la solution générale

P+2 [ 2_
y = x2Z[2\/_ Javecv=M.
p+

p+2

2
En particulier si on prend p=0, c=0, a =0, on a I'équation %+[ay20 qui a pour solution
x

y:\/;.Zlﬂ(\/Ex), ce qui montre que cosinus et sinus ne sont jamais que des fonctions de Bessel

dissimulées (rien n’interdit de prendre b = —1...).

Dans la solution précédente on a supposé évidemment que m est différent de —2. Que se passe-t-il si c’est

la cas ¢ L’équation (1.d.3) apres multiplication par x? devient de la forme x?y"+axy'+ky =0 ; on la résout

. 4’ d . o e
en posant x =¢" ce qui donne d—)z/+(a—l)d—y+ky =0, soit une équation linéaire du 2™ ordre & coefficients
u u

constants.

Quelques autres solutions d’équations bizarres et louches mais donnant des résultats intéressants :

2
ALY (1+2aJy +£b+ﬂ—v—Jy 0 a pour solution générale si b#a’ y=¢*“Z, (x\/b—az) ;
XX

*si b=a’ on alorsque v#0 des solutions de la forme y = ( AxV +Bx7Y )e‘”x ; st v=0 les solutions sont

y=¢“(A+Blogx).




J‘(vv

2
* y"+[l—2g(x)}y'+{1—V—2+g2(x)—g'(x)—lg(x)}y:O a comme solution y=¢ Z,(x) ;
X X X

deux cas particuliers : g(x)=tanx, solution y =

Z,(x) et g(x)=cotanx, solution y =—
cosx sinx

Z,(x).

-¢ : L’équation des ondes en coordonnées cylindriques

Comme nous I'avons dit précédemment on retrouve I'équation de Bessel des que I'on se frotte a I'équation
des ondes : en coordonnées cylindriques le laplacien s’écrit (voir Analyse vectorielle)
19 af 1 9°f o°f
Af = t o t—s
pap\ P op p°op° oz
ot léquati o’’f srmes ol
d’oli 'équation des ondes dans ce cas s’écrit Af e ; pour les mémes raisons que celles indiquées au
t
ch. 11, Transformée de Fourier, les solutions sont toujours décomposables sous la forme
flp, @ z,0)=¢""F(p, @, z) et l'équation devient AF = —k*F < AF +k*F =0 .
Cherchons alors F sous la forme d’un produit de Laplace F = R(p)®(@)Z(z) :
R Y Y
E)p E)p apl " dp ) dp T op?’
soit

(Le) AF 1 3R 1R 11 13z ,
—=——+—T+——2—2+——2+/€ =O
R®Z Rpdp RI°p @p° d¢p° Zoz
. o . . 14°Z 2 g s .
Les deux premiers termes sont indépendants de z, on doit donc avoir Z 7 =K =%4° d’ou les solutions
2z
pour Z: Z, = Acoshgz + Bsinhgz et Z_ = Acosgz+ Bsingz . En tout cas on obtient pour (1.e.1) :

2R 2
(1.e2) 1R 1FR 11 dq)+(/e2iqz)20.
Rpdp Rdp? CI> P’ dg?
NI o s I o o .
Le méme raisonnement que précédemment nous amene a poser ——— =y~ d’oll une nouvelle fois les

dg?
solutions @, = A'coshvp+ B'sinhve (ce cas ne se rencontre que rarement dans la pratique : le rayon
vecteur ne revenant pas alors a son point de départ : solitons peut-étre) et ®_ = A'cosvg+ B'sinve : dans

ce cas pour que la fonction soit périodique il faut que v soit entier.

2p 42
Revenons a notre équation (1.e.2) qui devient Ld—R+ L 4R +i+ k> +4% =0, soit enfin
Rpdp Rdp* p?

2 )
d—§+ld—R+R VZ +k x4 |=0.
dp® pdp P
On a donc quatre combinaisons possibles : on rappelle que pour
2 zﬂ+2 N2
d—}2/+ﬁdy ([7 F+— )y 0 la solution est y—xZZ/l \/_ avec AZM.
dx®  xdx x? p+ pr2 p+2




_,2
(1.e.3)p—"2+/e2—42 ca=1,p=0, b=k -4, c=—v> doi /1:27‘/:1/ et R:KZV(\/kZ—qu) K

constante complexe) ;
2
(Le.4) p—"2+k2+42 a=1p=0 b=k +4, c=—? dou /1:27‘/:1/ et R:KZV(\/k2+4/2p) ;

2 .
(le5) S5+ + 4 :a=1,p=0,b:k2+q2,c:v2dou/1—22V—zv et R=KZ, ( [z +42p);
P

v? 2 2 2 2 2iv 2
(le6) —+k"—g"ra=1,p=0,b=k"-74°, c=v? dot A== 5 =iv et R=KZ, ( k2 —q p).
P

Dans tout ¢a il faut éliminer les solutions non réelles et les solutions négatives :

pour (1.e.3) si k% —4° >0 nous pouvons poser k* —4° =a? d'ot la solution R=AJ, (ap)+BY, (ap) ;

cette solution est également valable pour (1.e.4) avec ¥* +4° =a*.

pour (1.e.3) si k* —4% <0 nous pouvons poser k> —4° = —a® d’ots la solution R = Al, (ap )+ BK, (ap) ;
pour (1.e.5) et (1.e.6) la signification physique de /v n’est pas claire et a priori pas intéressante.

Au final les solutions sont donc f(p, @, z,1) = M R(p)D(@)Z(z), soit quatre combinaisons possibles (en ne

tenant pas compte des solutions sans signification physique claire, ce qui est un peu génant car dans le cas
ol on prend des coordonnées rectangulaires le nombre de combinaisons est de huit).

Lorsque I'axe (Oz) fait partie du domaine d’existence de la fonction (ce n’est pas le cas par exemple dans le
cas d’un cylindre creux), f doit prendre des valeurs finies pour p =0, ce qui élimine les solutions Y et K
(qui contiennent toutes les deux un log).

Il est intéressant de remarquer que si on a un sens de propagation de I'onde vers les z positifs, on a grosso-
modo ®(@)=Ke™ et f(p, ¢, z,1) = CR(p)e™ Z(2)e"? = Cuyu, ot u; et u, sont deux complexes. Il doit étre
alors particulierement intéressant de passer par les quaternions ou le hypercomplexes pour exprimer les

solutions de maniére plus générale (mais peut-étre est-ce ce qui se passe lorsqu’on utilise les matrices de
Pauli en mécanique quantique).

1-f : L’équation des ondes en coordonnées sphériques
La solution pour le cylindre donne également la méthode de résolution pour la sphere de centre O ou pour
un cone de sommet O. L'équation des ondes s’écrit dans ce cas (apres résolution de la question du temps de
la méme maniere) :
O°F 20F 1 9°F 1cos®0F 1 JF
ap ,0 3,0 0 0?96 P’ sin@ 06 p?sin’ 6 9¢?

+E2F=0.

On cherche une solution de la forme F(p, 8, ¢)=R(p)®(0)P(p), ce qui donne aprés remplacement,
multiplication par p? et division par ROP :
2 2
1 2—d§+2pd—R L _d(;)+_c950d_® 1 i—dq)+k2,02=0.
R dp dp | ©| 4¢° sin@ 46

sin? @ @ d¢?
Les termes en R et p doivent donner une constante puisque ni @ ni ¢ n’apparaissent dedans :

(1.£1)

P _"'2/3_} +k2p? =+p?  soit R(p) = —[ AJ, (kp)+ BY, (kp)] avec v = l+p2 .
P f 4




Bien évidemment si i p? <0 on retombe sur des solutions a indice complexe. Dans le cas olt £ = 0, la

solution est R(p) = L( Ap” +Bp™ ) et si l'origine O est dans le domaine de R il faut éliminer la fonction

7

Y ainsi que p", soit prendre B = 0.
Revenons a (1.f.1) qui s’écrit maintenant

.2 2 2
sin G{d ® Cosed—(a}ipzsin2€+%d CI>=0 ,

d ¢2 '

st
0O | 46 sin@ 46
. . o D 14’ 2 .

méme raisonnement que d’habitude d’otr 'on sort $F=iy , soit @, (p)=Acosup+ Bsinug et
®_(¢p)=Acosh up+ Bsinh ug. Ce dernier cas pose encore le méme probleme qu’en cylindriques, la
solution n’étant ni périodique ni pseudo-périodique (dans le sens ol méme si u# n’est pas entier, la
solution passera assez prées d’une solution avec u entier). Notons alors g =m entier.
Le terme restant devient

2 2 2 2
sin_ 6 d(;)+c9sed_® ipzsinzﬁim2=0<:>—d(?+césed—®+ ipzi—m 0=0.
® 46° sin@ 46 46° sin@ 46 sin® @

Les solutions dans ce cas font appel aux fonctions de Legendre (ceci fera I'objet d'un texte ultérieur...) a

condition que ;72 =n(n+1) ol n est entier. Le lecteur intéressé pourra consulter a ce propos

http://www.chez.com/touslescours/math/cours/opdiff/nodel.html

On peut manipuler ainsi divers systemes de coordonnées comme le cylindre elliptique, Uellipsoide de
révolution allongé, etc. La bibliographie fournit quelques références.

1-g : Retour a l'équation du fil

Si on compare I'équation obtenue y”+1y'+@y20 avec l'équation (1.d.3), on voit quil faut prendre
xox

a=1b=kc=0p=-1

1 2
On a alors y:xOZO[Z\/ExZ ], soit avec /e:w—, (/’(x):Zo[ZW\/EJ:AJO[ZW\/EJ"'BYO[ZW\/EJ (notez
8 8 8 8

le retour du a)\/z obtenu pour le pendule...). Pour x = 0 on doit avoir des valeurs finies de ¢, ce qui
8

interdit de garder Yy, il reste simplement ¢(x)= A/, { 20 \/E ] d’oli comme la solution générale était de la
8

u(x,i) = Ae'™ ]O[Za) \/E ] .
4

. . . / ,
Par ailleurs pour x =/ on doit avoir y = 0, le nombre @, = 20)\/: est donc un des zéros de J,, nous avons
8

forme u(x, 1) = @(x)e'” , la solution

1 /g , NP . . o
alors w= o) 7% et comme ces zéros sont en quantité infinie et tous différents il y a un nombre infini de

modes de vibration.




A a5 0s 1

fig. 4 : solutions de I’équation du fil pesant
(animation : http://promenadesmaths.free.fr/Bessel/Bessel fil.htm)
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2. Le point de vue complexe

2-a : Fonction génératrice

2, & u" _#l d (-u)" 1
Considérons les deux fonctions g(z)=e¢? = E o 'z” et h(z)=e 2% = E W_” ol u est un parametre
n! n z
n=0 =0

complexe. g est holomorphe partout alors que /i a une singularité essentielle en 0. Faisons le produit
f(z) = gl@)h(z) sur C* : le terme de rang # vaut alors

n-m n

AT G A A W e B G VA A T (—u ) O DT g
k = u ( = =| — .
") Z2mmlz 2 )l 2" ;Z”m!(n—m)!z 2 ;m!(n—m)!z

m=!

D’un autre c6té nous pouvons chercher f sous forme de série de Laurent : f(z) = Z w,(u)z" en utilisant la

n=—o0

, y N C I o
méthode des résidus. On a alors w,(1)=——| ¢* */—— ot ¥ est le cercle unité. Ecrivons tout d’abord

Ui y n+1
u _1 uz u uz oo oo b k uz
1 z(zz)_z‘z_ 2 NED ey 1 »
qUC 1 e =e¢“e = — 1 e ; cette serie CODVEI’gE
2 kl 2z ol \2)

normalement dans toute couronne de rayon compris entre 0 et I'infini, on peut intégrer terme a terme :

uz

D a1 2
W,,(LI)—Z—k! (5) 2—72_1,‘[}/—2”+k+1 dz .

k=0
|
Le calcul de lintégrale se fait en utilisant la formule de Cauchy : ) (z) = V—J. f(—w)ldw, ce qui donne
27 (w—2z) +
ici
“z uz \(1+E) "
1 [ o2 1 (= 1 (u)™
—I dz = e? = — .
27i dy 2k (n+k)! (n+k)\ 2
z=0
fd (_Dk n+2k
On adonc w,(4)= Z—(—j ol nous retrouvons nos fonctions de Bessel avec v =# ; on a alors
e kl(n+k)!
= n+2k +o0
z>-;° ;kl M)‘( j : =”_Z;°]n(u)z ,

ce qui montre que [ est la fonction génératrice des fonctions de Bessel d’indice entier.

2-b : Représentation par une intégrale de Cauchy
+oo
On sait que dans le cas dune série de Laurent, si on a f(z)=Zanz” dans la couronne

Hn=—oc0

1 R
B={z/n<|z-zy|<n} alors a, :fj f2) —————dz ou y est un chemin fermé contenant z, &
27[1 ( Z )ﬂ+

I'intérieur de B. Nous utilisons donc ceci avec J, :




it —it

2 2 B, . 2r )
(2.b.1) Ja () =Lj. ¢ dz =—_j. ez( )e‘<”+l>”ie”dt =ij. Mt e
2rxidy 27ido 2rdo

. . " . ; dz N
(on a pris comme chemin y le cercle unité, dou z=¢",0<1<27 et 7=ze” ; cette formule est trés
t

importante).
107 o
On peut prendre aussi bien -7 <r<7x ce qui ne change rien et donne ]n(u)=2—J. "M qui en
z
1 d iusint nit 1 —iusint —nit 3
changeant # en —# donne J_,(u) =5 "M =5 e e™dt=J,(—u) apres le changement de
T Td -z

variable de t en —¢.

Travaillons un peu plus sur la formule de base :

1 ¢7 . . . 17 . . 10 .. . 17 . 17 o
]” (LI) :_J- emsmte—mtdt :_J. eluslnte—ﬂltdt_‘r_J. elllslnte—ﬂltdt :_J. eluslnte—}’lltdt_‘r_J- e—lllslntei’lltdt
2rd = 2rdo 2rd -z 2 do 2 do
1 (7 iusing —nit  usint —ni 11~ .
=—J. MsintgT g glhsint, ””dtz—J- cos(usint—nt)dt.
2 Tdo

Formule fondamentale obtenue en 1824 par Wilhelm Bessel himself. La formule s’étend au cas d’un indice
non entier en choisissant un contour d’intégration plus compliqué et qui donne ! :
x .
2.6.2) T, )= 1J' cos(usint—vit ) di - 2217
0 P2

4o .
J' e_vt—usmhtdt lorSC{Ue Re(u) >0.
0

Deux cas particuliers :

1 2r . 1 2r
2b3) n=0: Jo)=— J' e’”s“"dr=—J. £ gy
2rdo 27 Jo

1 2r . 1 o ‘
(2.b.4) n=1:Jj)= _J- plusint=it i _J- piucost=it 4,
2rdo 2w do

Pour les autres fonctions :

ol
|
<

,, {2
(u)=lJ. sm(usmt—vr)dt——j‘ M+ (1) e )e_”smh’dt= I cos(ut)l dr,
’ ﬁr(z-vj Lo

u) = Lj‘ e”( H% )t_"_ldt ;
y

27i
107 sin(ve) = _ _ . 107

I, (u) =—I et cos(Vt)dt—LJ. e UeoshIV gy e qui donne 1, (u) =—I ¢"“**" cos(nt)dt lorsque v est
7 Jdo V4 zdo

un entier.

+
N | —

cos(ut) cos(ur)

N

F( )(Zu) N .
K, (u) = N .[0 cos T dt et particulierement Ky (u) = J. cos(usinh r)dt = J-
yat

GEYD

@/ [y
On a également J, (1) = —1J~ ¢"(1-1°) 2dr d’oti lorsque Re(z) >0,
\/EF( v+ ) )

-1

1Voir G. N. Watson, A modern course of analysis, p 362.




w/ayr( 5] 1
(2.b.5) H®™@y=— 2 j' =) 2dem=1,2

m‘r(lj Cm
2
soit avec T'(1/2-wv)I'(1/2+Vv)=x/cosvx
(u/2)"
ir(ljr(v+1jcosm
2 2

ol les trajets C,; et C, sont représentés ci-dessous :

1
(2.b.6) H () = I G2 2 m=1,2
Co

plan ¢
G, C,
| |
De méme on obtient
1 1 (rp)
T n=2 p irpcosé PRt 1 1 1 5’1_1
(2.b.7) I sin"2 060 1 = 22" 1| = |1 Zp—= | 2——
0 2 2 2 1”_1
(rp)2
a 0<a<l1
* 1
(2.6.8) [ h@saea={ 7 a=1
0 a>1

2-c : Formule d’addition

u

1 +oo
_ A=)
Posonsu =v + w dans f(z)=e¢* */ = Z J,(u)z" , nous obtenons

oo vf by wf 1 doo oo oo
IR AGROE _ A DT T w) = Z[ > JV(V)]q(W)}Z”,
n=—oco p=—o0 g=—o0 n=—oo\ p+qg=n
soit
Julv-+w) = i T )]y ().
=

En utilisant J_,(2) =(-1)" J,(z) on peut n’avoir que des indices positifs. Par exemple pourn = 0 :

Jow+w)= Y J,0]_p(w)= D" (1Y J, ()], (0) = Jo () Jo(w)+2) (<1, ()], (w) ;
p==> p=== r=1

pourn =1:




+o0 -1
Ji+w)= D" ], ()], () =
p=—c0 p=—c0

p=1 p=1
= > [Tyt )+ a9, (0) |
p=1

etc.

La formule générale est alors

n

Jw+w) =Y 0]y (0)+ > (1 J,

p=0 p=1

2-d : Formules de récurrence

DT, 0, (w)

= > T, ) (0)+ Jo W) Ty )+ D (=1)

o))+ D (7 T, ()], () +

p=1

2,00 (w)

(W) + T s 0], () |

—
z

E( 1) +oo
Reprenons une nouvelle fois notre fonction génératrice : f(u,z)=e? = Z J,(w)z" et dérivons par

rapport az:

d u 1 ﬁ(z‘%j u 1)
Zf(u’Z)ZE(lJFZ_Z)eZ :§(l+z—2jn_z_m]”(u

3 (o) + () 27,

n=—oc0

- g[ Z Jua @2 )z ]=§

n=—o0

par ailleurs on a

+oo

2 flu,2)=

n=—oo

)z"

n=—oo

-2 i Tl +2 i J ()2

n=—oco n=—oo

Z n],(u)z"" d’ott par identification des coefficients :

=2 a0+ Toa@)) & 2 )4 1),

2

On recommence mais en dérivant par rapport a u cette fois :

O ) W

LS et LY e

n=—o0 n=—oo

oo
et %f(u, z)= Z J', ()" dott finalement

n=—o0

]'n(u)=;

=% > s @)= T @) 2",

n=—oo

S(Jua @)= T () -

En ajoutant et en soustrayant les deux relations obtenues, on a

n+1

Juea @) =2 (1,4 1, 6)) & 1,0 === (s + s ()

]’“'1 (Ll) = g( ]ﬂ(u)_]'n(”) ) = ]'n+1 (”) = _Ll%( J

)= T )+ (1= ", ()




2

. N . . 1 n o
d’'ou apres quelques manipulations: J",(u)+—J',(u)+| 1-— |J,(u)=0, et nous retrouvons ainsi notre
u u

équation préférée...

2,1]: W W ) e W) :% @)= Jos(a) doi

On peut également obtenir

2dD) 1= 3 20 = i) | = 0= 6) & ) =21, ).

Dans le cas particulier ot # = 0 on obtient J'y(u)=—];(u).

Considérons maintenant les deux équations (1.d.3) correspondant a des parametresa et & :

Zd £y udy+(a2u2—n2)y=0

A du )
Az dz ’
2 22 2. _
u %—H{dqu(au -n )z—O
multiplions la premiere par Z et la deuxieme par r puis soustrayons les deux :
u u
Ay Ay (22 2z
Z Ly 2 =0
zudu2+zdu+(au - )u d’y A’z dy dz ) _ 2 2
=ul z—5—y—5 |+ 2=V —uyz(b —a )
R ﬁJr(bz 1) < di® " du du " du
ar T u

En fait le premier terme est la dérivée par rapport & u du produit u( z?— y?j, nous allons donc intégrer
u u

cette relation en remplagant y et z par les fonctions de Bessel solutions, a savoir J,(au) et J,(bu) :

dJ,(au) dj, (bu)
du du

“* - gZ)J.O”u]n (au)],(bu)du = u[ J,(bu)— J,(au) } =ula]',(au)],(bu)=b]",(bu)],(au)].

J'u(au) === ], (au)= ] 1 (au)
au

Utilisons les formules obtenues précédemment : , ce qui nous donne

J'(bu) = b Ju(bu) = J 1y (bur)

(2.d.2) J:u L(aw) ], (bu)du = ﬁ[ b] 1 (bu) ], (au)—a] . (au) ], (bu)],
ou encore en utilisant 'autre relation pour J” :
(2.d.3) [ e, (= s ()=, ).

Dans les deux cas ces deux formules sont incorrectes si a = b. On calcule donc directement avec un
changement de variable et une intégration par parties :

u 2 au
[ wrztante == [ " ade=" - [ "0 0

or J,(u) satisfait I’équation (1.d.3) aveca = 1 d’ou LIZJ"H(LI)+LI]'”(LI)+(LI2 —nz)]n (u)=0, soit en multipliant
par J',(u) et en isolant ce qui nous intéresse : u ] w)]", W)+ul J',(u) ]2 =] ()], ()= =] ()], () ;

remplagons dans I'intégrale restante :

- J' :u W )], (u)du = J' :u T )" @du+u I @) =n® ] )], ()du




(e ),w)7 )
du

une primitive des deux premiers termes. Le dernier terme est évident, il nous reste donc

2
——j u)du——{ W[ ', (an) Z—Z—Z[Wu)]z}

A tout hasard dérivons u*[ J',(u) ]2 : =2ul J',(u) ]2 +2u2]" (u)]",(u), ce qui nous donne

Finalement on a
A

2 2
[ i auntn = 2 )+ (2[1 ()} —2—2[],1(4”)]2}%“2[[]'n(ém)]z+(1—;7J[]n(au)]2]-

Ces diverses intégrales sont appelées intégrales de Lommel.




3. Comportement asymptotique

Partons de (2.b.6) ol nous posons ¢ =1+ iw , par exemple dans H" :

H{" (u) = : (”/2)1 j d 2 1y Zdzm 1,2
1'F(2)F(V+2jcoswr Crm
devient
, ,-[Wg_ﬂ 1
(3.a.1) HO (= —W/2) ¢ e (2w+iw? ) 2 dw

r(;)r(v+;jcow,,fc _

N . . 1 . .
ol C est la déformation du contour C, par w ==(t—1), soit le contour C ci-dessous.
i

plan w

a
-

NG -

Y

La fonction & intégrer présente deux points de branchement, enw = 0 et w = —5 = 2i . Pour Re(uw)>0 et

Re(v) > -1/2 Tlintégrale dans (3.a.1) est convergente et nous pouvons la décomposer en trois parties : sur
le trajet (+oo, &), sur le cercle (c) de centre O de rayon & et sur le trajet (&, +oo ).

Lorsque ¢ tend vers 0, 'intégrale sur (c) tend évidemment vers 0 et sur les deux demi-droites les intégrales
sont identiques au(x) signe(s) prés. On a alors

1

” " 2w+ iw ) dw .
( )
0

2u/2) e[ i
r[;jr[w;)

pd
L'intégrale est la transformée de Laplace de F(w) =(2W+1'W2 ) 2 et grace au lemme de Watson vu au

(3.a.2) HV ()=

chapitre sur la fonction Gamma nous pouvons obtenir le développement asymptotique de H.

Développons donc en série le terme
R =(2w i ) 2 =0y 1102 ] 2 ey 5 S v (i)
w) = 2w + iw =(2w) 2 5 =(2w 22

et intégrons terme a terme :

1 L\
I e F(w)dw = 2| e 2W)V_2(—J dw
0 b 2
oo 1 v—l—k o 1 v-——k
_ - oo A _ -
=Z 2 2’ zkj. e_W“WV +aW:Z: v 2 12 /‘T(V——+kj 11
0 V+=+k
=0\ k u

soit apres simplifications diverses :




7u Py le!l“(v—le+; 2u

2 i[a—vf_ﬁ} i F(V'i'k'i';j N
(3.2.3) HD)~ |2l 2 4 —j( ! j .
La condition imposée Re(uw)>0 et le fait qu’il y ait un point de branchement en 2/ pour
P(W)=(2W+iw2 )V_E ameéne a intégrer seulement sur un arc de cercle évitant le demi-axe imaginaire

positif, soit une coupure le long de cet axe ; on peut prendre par exemple —877[ <argw <% et Re(uw) >0,

. P 5 z z : 4
ce qui est équivalent a cos(argu+argw)>0 < ) <argu+argw < 3 Ceci se représente dans un plan

dont les axes portent arg(u) et arg(w) :
A

arg(v)

La zone hachurée correspond a linégalité précédente et on voit que l'on peut se satisfaire de
—m < arg(u) < 277 . Le méme raisonnement s’applique 8 H en remplacant i par —i, ce qui donne

1
3 _i[u_vg_g} w F(V+/€+2) N
Hl(/z)(u)~,/—e 2 4 Z—l(_j avec —27 < arg(u) < 7.
i le—Olell"(v—/e+2) 2u

Comme J,(u)= %( HD () + H? (u) ), on a avec quelques manipulations « élémentaires » :




1)kr(v+2k+;j

J (u)~\/zcos(u V———ji (ij%
T N 0 ( 2/6)!F(V—2/€+;) 2u

(- 1)‘fr(v+2/e+3j

oo 2k+1
Flg- 45 L)
i 2/e+1)|r(v—2/e—2) “

(3.2.4)

kO

avec —7 < arg(u) < 7 . Particulierement si on ne garde que les premiers termes :

3.5) J, ) ~ lcos(u—vf—fj z Psm(u-vﬁlj(vz_lj,
U 2 4 2u 2 4 4

0.0004 £.00123

0.001

0.00024
0.0005

x
10 /\ e a 40 g 000087

0.00044

a0 0.00021 /\
a 1] \/ 20— S a0 &0
0,000

40.00024 x

=)

-0.0006 40.0004

fig. 5 : Représentations de la différence entre J, /; et leur développement asymptotique (k = 0).

Le lecteur pourra remarquer que les zéros de ] sont quasiment les solutions d’équations du type
tanx = o, que 'on trouve tres fréquemment en Physique.

Pour obtenir le méme type de résultat sur des domaines différents, il suffit de faire tourner v de 2zm, m

entier, et d’utiliser la relation J, (e*™"u) =" ], (u) & ], (u) = 6_2’”m]V 27y | Le remplacement de u par

; . 2 -
™y ne change rien sauf pour |- qui devient — i et pour
T Yy

-7 <arg(u) < & quidevient —7 < 2mm +arg(u) < 7 < w(—1-2m) < arg u) <(1- 2m
Le changement de signe a chaque fois que # fait un tour introduit une série de discontinuités dans les
développements asymptotiques appelés phénoméne de Stokes ; voici ce qu’en dit Watson :

« The fact that the constants involved in the asymprotic expansion of the analytic function J,(z) are discontinuous
was discovered by Stokes in (March ¢) 1857, and the discovery was apparently one of those which are made at three
o’clock in the morning. »

Les résultats donnant HY permettent d’obtenir les développements des autres fonctions : par exemple

2 .
Y, ()= (H“() l<,2>(u))~\/%sm(u V%_%j




4. Zéros des fonctions de Bessel

4-a : Propriétés de base

Un certain nombre de théorémes sur les solutions d’équations différentielles du deuxieme ordre permettent
de dire que les solutions de I'’équation (1.d.3) ne peut avoir que des zéros simples (sauf pour z = 0, v >1).
Par ailleurs deux solutions linéairement indépendantes ne peuvent avoir de zéros communs et ces zéros
sont entrelacés. Ceci dit on peut dire davantage de choses sur la question...

Tout d’abord ces zéros sont tous réels si v est réel et ¥v>—1 ; en effet §’il existait un zéro (z,) qui soit
imaginaire pur alors on aurait :

JRCREE Sy = S 1y Ty = A
o 2 AT +r+ D\ 2 2 AT +r+DL 2

r=0 r=0

. v 2r
SEADY 1 Yo )
2 ) &riTv+r+1\ 2 ’
cette expression est une somme de termes tous positifs et ne s’annule donc pas.
Vérifions qu’aucun zéro n’est complexe ; supposons que z, en soit un (zéro complexe) et reprenons la

formule (2.d.2) ot nous prenons 4=z, et b=z, le conjugué de z,:

u

J.Ou ul, (zou)J, (gu)du B e

[ Z0Jvs1(zot) ]y (zo) = 20 Sy (z) o) |
20 —2p

Lorsque u est réel, ], (u) l'est également donc si J,(z,)=0 alors J, (2)=0

Particulierement on a J.:ujv(zou)jv(%u)du=0, mais ]n(zou)]n(%u)=]n(zou)]n(zou)=]n(zou)]n(zou)>0,

c’est donc impossible.

Deuxiéme point : les zéros sont entrelacés comme on peut le voir sur la fig. 4 ; démontrons d’abord
quelques petites formules :

a
du

La premiére s’obtient & partir de (2.d.1) : avec uJ', (u) =—v ], (u)+uJ,_;(u) on a en multipliant par 4"~

W] )= —v ] )+ ]y ()

(1) (41,06 =4 Jya@) et (™ 1,0} == Jy @),

1

dérivons :
L o)) = T @)y ) = (@) = Sy )
d[,{ \4 14 v dl,[ 14 V- 7
on a également en intégrant :
(4.22) f (=i ], ()]

0
En tout cas lorsqu’on se place entre deux zéros consécutifs de "], il y a au moins un zéro de "], ;
puisque la dérivée s’annule au moins une fois.
Pour la deuxieme c’est pareil en utilisant l'autre forme de (2.d.1) : u/', (u)=v ], W)—u/,,1(4) ; on en déduit
qu’entre deux zéros consécutifs de »™"J,_; il y a au moins un zéro de u™" ], ; enfin en admettant que tous
les zéros sont simples (si J, (4y)=0 alors J',(4y)#0), il ne peut y avoir de zéro commun a J, et J ;.
Par récurrence il est clair que tous les zéros de toutes les fonctions de Bessel sont entrelacés.

Le probleme maintenant est d’obtenir des résultats un peu plus constructifs... Si on utilise Maple on a une
fonction > BesselJZeros(n, k) qui donne la valeur du zéro numéro k pour v=n. Il est d’ailleurs




intéressant de regarder une représentation des ces zéros pour un certain nombre de valeurs de n (pas
forcément entier).

&
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fig. 6 : 50 premiers zéros des fonctions de Bessel (premiere espece) et leurs différences, 0 <n<5,1<£k <50

On voit clairement que mis a part pour les premieres valeurs la relation est quasi-linéaire.

Premier théoréme valable pour toutes les solutions de (1.d.3) telles que v soit réel et v? > ik solent «, et

@, deux zéros consécutifs d’une solution réelle Z(u) de (1.d.3), alors

<& —Q, <

On voit sur la figure précédente que I'écart tend vers 7, ce qui se justifie fort bien a I'aide de cette inégalité
dans la mesure oti les ¢, tendent vers I'infini.

2 1 2 1

_—— V _——
Posons Z :iW, alors W"+| 1-— 4 lw=0 ; soit U une solution de U"+| 1-—— 4
Ju u a

14

U=0 ; comme

o, est constant une solution de cette équation pour laquelle U(e,)=0 est par exemple de la forme

U=Asin(wu+B) avec o= ; avec U(er,)=0 on a sin(wa,+B)=0= B=-wa, ; on peut

n 7

prendre A =1, soit la solution U =sin@(u—«, ). Appelons S,.; le zéro de U qui suit @, dans 'ordre
croissant, on a alors @p,., =wa, +7= B, =, +E. Si nous arrivons a montrer que &,,; < f8,,; hous

aurons la partie droite de I'inégalité.

Supposons donc le contraire : ¢,y 2 f,,; et que W'(ex,) >0 (si c’était le contraire le raisonnement serait le

méme) : W est alors positive sur Je, ; &,,4[ ; maintenant procédons comme au 2-d : on multiplie par U la
1 1

2 y2 1L

5 4 UW =0 et par W la deuxieme, WU"+| 1-— 4 \wu =0 , on soustrait :
u a,

n

14

1% équation, UW "+| 1—




UW"—U"W+(V2 —%j[%—%JU\W =0 et onintegre entre a, et B, :
1 Burt 1 1 , . s ,
(=3 [ o o=~ w2 w06,
4 ay, o, u %n
Or on a pris @, 2 f,,; donc le premier membre est positif (si U > 0 entre &, et B,.1, U'(B,,1)<0 etsi

U<0, U'(B,+1)<0 : faire un petit schéma...). Il est impossible d’avoir des signes différents, conclusion
a,

1 < D1 - La démarche est exactement la méme pour la partie gauche de I'inégalité en prenant «,,, ala

place de ¢, .

4-b : Fonctions de Bessel comme produit infini

Il est possible d’exprimer J,(#) comme produit weierstrassien du fait des quelques propriétés vues
précédemment. On se place néanmoins dans le cas plus général ot les zéros peuvent étre complexes, soit
lorsque v est complexe. On note j, les zéros de partie réelle positive de G(u)=u""], (u) rangés par partie
réelle croissante (du « plus petit » au « plus grand »). Comme ™" ], (1) est paire, elle a également les zéros
k-

Prenons un large rectangle D dont les sommets sont aux points *A+iB ot le « plus grand » zéro est —j,, a

gauche et j,, a droite.

z ]v+1 (W)

Considérons maintenant l'intégrale sur le rectangle : J.
pw(w=2) J,(w)
intérieur au rectangle (sauf les zéros) et v non entier négatif. Les seuls pdles a l'intérieur de D sont
, les résidus aux points =+, ..., %/, sont

Jy41(2) g —+ i puisque
vz Z+Je e
J(2)==],.4(2) lorsque z =%j, d’apres (2.d.1). On a donc

\ V(L )2 Jaw),
J( ;[ —Je /le] ;[z"'/k /‘Ie] ZHZ’IDW(W—Z) Jy(w) v
]v+1(W)
Jy(w)

les dimensions de D, soit que l’intégrale de droite tend vers 0 lorsque A et B tendent vers I'infini. On a donc
v+1 - .
J( ;[z Je ] ;[z"'/k Ji ]

m

;L m 5 e in (i £ o3 (e tn(5)-2

dw ol z est n'importe quel point

z,%j,..,t), ; lerésidu au point z est

Si on prend le développement asymptotique de [, («), on montre que est borné quelles que soient

Intégrons :

k=1
= y In [[1——];3”@ }+Zln[{l+—]e_“€]zln[fl[l—éJ];
=1 k=1 Jk
par ailleurs on a
_ Z]V+l(t) (t) G(Z)
[, Gy = lnwl; =g,

Pour trouver G(0), on part de u™ ], (u) = G(u) = G(0) = et finalement

o+l 7 T +1)
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5. Transformée de Hankel

5-a : Un résultat remarquable

Au méme titre que la transformée de Fourier, on définit une transformée a base de fonctions de Bessel
permettant l'inversion d’une fonction. Ceci n’a rien de bien étonnant étant donné le lien entre ces
fonctions et les polynémes de Legendre, eux-mémes possédant de bonnes propriétés d’orthogonalité. En
mémoire d’un des premiers calculs de ce type on I'a appelée transformée de Hankel.

On utilise comme principal outil la propriété (2.d.2) :

R e U TRV A )
Posons H,, (4, b) = J.Z\/E V(xu)duj.b\/y? , () (9)du - nous avons alors
0 a

[, " f ) = Hy (o 5+ 8) 4+ Hy (4 6, 5) + Hy (v, 5= 8)+ Hy (1= 8,0)
0 0
regardons le comportement de H, quand z tend vers l'infini :

z x=0 x=0 z
H,(x—8,0)= jo @qu)dujo D, ()f (y)du =5 jo ﬁﬂy)dyjo uf, (s, (yus)du

La derniere intégrale est réécrite avec (2.d. 2) :

Hy(x=38,0)= [ ? oy LAt 0D e 0 (02)

¥ - V
Acosu—Bsinu 1 .
Or nous savons que lorsque u est trés supérieur & 1, J, (u) = +0 d’ol lorsque z tend
\/Z N
vers I'infini H,(x—4,0) = ( )J. \/_f y) ]V _0( )J' \/_f )V]v+1 yz )

Acosu—Bsinu

N

La premiére intégrale se décompose en deux blocs ( tend alors vers 0 lorsque u tend vers

I'infini) :

[ 2 b= [ ) D e [ o

ce qui donne

J-1/z\/,f dy o“ Nl dy}olz J, I Zdy]

v 1/z
0{—f ol [=o{ 7

si J.oo|f(y)|dy est convergente.
0

x=0
Pour l'autre nous avons J. \/_f (yz) Sdy =— \/_f (Acos(yz)+ Bsin(yz) ) dy = O( L j On
\/_ 1/z x —y \/;

voit donc au final que H,(x—-4J,0)= O[LJT)O . On obtient de méme que H, (e, x + §)———0

\/; z—00

sans difficuté ; il reste donc a regarder le comportement de H,(x+ 9, x) et H,(x, x—9) :

Supposons f bornée sur (x— 9 ; x + J), nous allons montrer que




Lr-0).

30,z 2
1
fy)
wly

flx+0)+g,(y)—g(y) ol g et g, sont deux fonctions croissantes de y, positives et

H,(x+9, x)m)%f(x+0) et que H,(x, x—0)

Comme f est bornée, i en est de méme de sur  Jx;x+d], soit

1 _ 1
yvﬁf(y)_xVJ}

inférieures & un réel positif € dépendant de ¢ . On remplace dans H,, :

H e+ 8,0 = 520 e[y

z X+0 z x+0
e Gonda] T, Gy gy = [ G [, iy a0

Réutilisons une nouvelle fois (2.d.2) dans le premier terme :

= O Ty ) Sy ot S+ 8% = ™ L

= x_vf(x + O)|: (.X‘ + 5)V+1J.z]v (‘xl’l)]l/+1 (.X‘ZJ + 5”)6[1/1 - xv+1J.Z]V (xu)]w—l (xu)d” :|
0 0

Mais nous savons que J. T (ax) ], (x)dx = a=1 de sorte que lorsque z tend vers 'infini et &
0

vers 0,

vl [7 _ y+1 [7 1 X = v X V v
(x+0) J.o Iy () ], oq (ot + Su)du = (x + 8) _[0 x+§]"(x+5tj]"+1(t)dz (x+9) (x+5j X

et
vt [° vt [ 1 1 4
S W ECTE e I ROVOES T
On a finalement a la limite
z X+0
2 0) [ G g (alydy o 37 00 = 1) =25 +0)
0 x
Pour les deux autres intégrales, il faut donc montrer que leur contribution est nulle :

X+
A

z x+6 5 z
\/;J. uf, (xu)duj. J, )y g ()dy =xgy (x + 6’)‘[ y"“dyj. uf, (xu) ], (yu)du avec x <A<x+d, soit
0 x 0
z x+J
=\/;g1 (x+§)J. ul, (xu)duJ. J,(yu)y"**dy ; or nous connaissons grace a (4.a.2) la deuxieme intégrale,
0 y)

x+J
J. I, (yu)y* Ly = 1[ (x+8)™ T, (eut Su)— A", 1 (Au) J de sorte qu’en remplagant :
X u

=rg (x+ ) (x+8)™ IOZ Iy Gett) ], g Gots + Su)du =[x gy (x + 8) AV I OZ Ty (xu) ]y (Au)du .

x2xy >0
z
Or si <y 2 on a J. J, (xu) ], i (yu)du = 0(1) pour toute valeur de z, I'expression précédente est donc
0

v-—=
2

de 'ordre de g (x+ ), soit € et tend vers 0 lorsque & tend vers 0.




Le raisonnement est exactement le méme pour H, (x, x —J) et nous obtenons donc

[, o[ f () = H, s+ 6, 5)+ Hy (5 - &)= [+ 0+ (5 -0)]

Z—0

ce que nous écrirons plus rapidement par

[, e[ ™y, ) =2 [ £ 400+ £ -0)].

Si nous écrivons
F)= | "y )y

en remplagant \/;f (y) par f(y), nous obtenons (dans le cas d'une fonction continue en x)

f :uf(um (oua)du = £(x)

qui est la formule d'inversion de la transformée de Hankel2.

I. Mac Robert a obtenu en 1931 une démonstration n’utilisant que la théorie des fonctions analytiques que
vous trouverez dans I. N. Sneddon, Fourier Transforms, p 51.

On peut néanmoins donner le principal résultat obtenu par ce biais :

q
Sila partie réelle de v est supérieure a—1 et siona f(x)= J. u@(u) ], (xu)du avec 0 < p < g < oo alors
r

p<t<gqg
O<z<pouq<z<m'

ryf ()], (ty)dt = { g(t)
0

Ce résultat est un peu moins fort que le précédent car il faut que f soit holomorphe, mais présente un
avantage autre : en fait on a

t

Joronmn=L{ oo +] 7

mide E) -7

ce qui permet de calculer diverses intégrales peu engageantes. Le contour d’intégration est assez simple et
est représenté ci-dessous.

g,

5-b : Intégrale de Sonine
tu) ], (1)

Comme exemple (important) d’utilisation nous considérons l'intégrale J. Jul —~——du et prenons
0 u
21+n—m ) .
o(u) = I )u” (1-u*)""" ; onchoisit p = 0 et g = 1 d’ot la fonction f considérée est
m—n

o

1 _1\S n+2s
ZJ. Llﬂ+1 (l _ 1/12 )m—n—l ( 1) (‘xu) dbl ,
0

— 2T (n+s+1)

B 21+n—m 1 1+n—m

flo= ['(m—n)Jdo - C T(m—n)

ol nous avons remplacé J,(xu) par son développement en série.

2 Pour éviter les confusions nous noterons les transformées de Fourier avec un chapeau et les transformées de Hankel
avec une barre.




Posons alors v = u?, nous tirons

oo

()= 1 i A2 J.lv”” - V)m_”_1 idv _ Z 1 (=17 KNS g )

['(m—n) — 22 Jo siT(n+s+1) - 2% T(m+s+1) s!

(le lecteur fera avec joie les quelques calculs intermédiaires utilisant les propriétés de la fonction Gamma).

1
Il reste & utiliser le théoréme : ona x"™J, (x) = J u@(u)], (xu)du , soit
0

tﬂ (1 _ 1‘2 )ﬂ’l—ﬂ—l )
"y t —= 1 §i0<t<1
J.O vy m n ty J ] z}_i 1 y) dt 2111—:1—1 F(I’I’l - i’l) .

Osit>1

5-c : Relations entre transformées de Hankel et de Fourier

Dans le cas & deux dimensions, considérons la TF f(u,v) d'une fonction f(x,y) :

+oo @ +oo
f(u v) =2 J. f(x, )™ dxdy  mais en prenant f fonction seulement de r = /x* + %
T oo

f(u v)= 2 ) mf\/x + ) ) dxdy

X =rcos@ {u=pcos¢
et

) , si bien que
v=psing

Passons en coordonnées polaires aussi bien sur (x, y) que sur (4, v) : { ,
y=rsind

ux+vy =rpcos(@— @) et dxdy =rdrd@ . On a alors
n 1 +oo @27
flu,v)= —I I r)e"”cos(g_ drd@ = —I r)drj. ¢"Peos(6-9) 49
2rdo Jo

Comme ¢ apparait dans la deuxieme intégrale a la maniere d’une phase, ce terme n’intervient pas et on
obtient

A +oo 2%
(©.cD) f(u, V)=—1 J ff(r)drj ¢"Peost g
27 Jo 0

Or la derniére intégrale est connue (voir (2.b.3)) dolr f(u, V)= =5 I f(r)Jo(pr)dr, soit la

transformée de Hankel d’ordre 0.

En fait on peut montrer par récurrence que la TF en dimension #, qui s’écrira donc

A +oo -
f(ug, ..., u,) J- J- (%1, %,)e™ dxy ...dx,
“orle

avec #.% le produit scalaire des vecteurs i = (i, ...,u,) et ¥ =(x, .., x,), donne, sous réserve que f ne soit

2y ﬂ

fonction que de r =X :

~ +oo
fi)=— ! [ 1f(r)drj sin"™? 9e"P < 49,
—n—1 1 1 1 0
22 T =T 2n—=
2) 27 2
et comme
1 —1 1 ]1;1—1 (rp)
J- sin”? 9919 =22 T | =n—=|-2 ,
0 1n—l
(rp)2

on récupere




2

1ﬂ—l ~ Foo 1ﬂ—l
p" ftoy={ e ) |11 o
0 —n-1

1 1

—n-1 n—1
En posant g(r)=r2 f(r) et g(p)=p? f(p),onaalors
p 4 4

2(p) = j mmagoj pE(P)), (Pr)dp

grace a la formule d’'inversion de la transformée de Hankel.
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6. Fonctions de Bessel et transformée de Laplace

Soit une fonction f, nous notons f(p)=‘|. e ”'f(t)dt sa transformée de Laplace (sous réserve de la
0

convergence d’une telle intégrale, etc.).

¢-a : Transformée de Laplace des fonctions de Bessel

Pour un tas de raisons qu’il serait trop long d’expliquer ici les fonctions de Bessel sont trés liées aux
fonctions hypergéométriques et particulierement a

abx a(a+l)b(b+1)£+ ala+D)(a+ b+ +2) x°

2E(a;bic;x)=1+

¢ 1 c(c+1) 2! cc+1)(c+2) 31
Ces fonctions ont la particularité de vérifier la relation
1 X
6.a.1 Fa;[a;c;xz—F(a;c—b;c;—j.
(6.a.1) 2 hy( ) T 1

Nous cherchons ici a évaluer 'intégrale (v, p, &) :J. u®e™" J,(au)du , ce qui nous donnera la transformée
0

de Laplace de u” ], (au). Si on écrit ], (au) sous forme de série, nous avons

L 61 2r+v
u ]v au) Z L2rvra
Lv+r+1)

et

o

* - 1) 2rtv 1y 24V 4o
](V 14 Q’) = J‘ e ZL( ﬂ) u2r+v+adu — ZL( ﬁ) J‘ e—puu2r+v+adu
P 0 pry AT +r+1)\ 2 g rITW+r+1D\ 2 0

or avec I'(x) = I: v e du,

- - 2r+v+a y 1 -
- — z z —
J. ¢ puu2r+v+(zdu — J. 3 [_] o J. ¢ zZ2r+V+adZ —
0 0

. p p pTrw— I'Cr+v+a+l),

2r+v+a+l
14

d’otr
[} [~} 2

1 (—1)*r(2r+v+a+1)(aj2’+” Qrevia+) &)
vV, p, Q)= = |
Jv,p, @) ;pzm’m” rITW+r+1) 2 v "”’”ZOZ rITW+r+1) pz ’

enfin en utilisant les propriétés de I", on obtient

r 1oz+1v+1 r 105+1v+1
_2%2 27 2 2) 27 2 1 1. 11 1 s
Jv,p, )= : Jh| catovr—scat+v+livel -— |
7 et I :
2
En utilisant (6.a.1) on obtient alors
1 1 1 1 1
[| —a+-v+- || —a+-v+1
ey (2‘“2”2) (2‘“2V+ j O S T D
Jv,p, o) = v 1 oF §a+§v+§,§v—§,v+ N )
@ +p%) 2 F(zjf(v+l) a +p

Evidemment si on prend o =0 eta = 1 on obtient




Lp=|, e R
(1+p%) 2 F(ZJF(VH)

Une autre méthode donne des résultats plus facilement exploitables : nous partons de

1 1)1
F(V+jl“(v+1j
P 2 2) 2 25(1 11 1 ‘1].

107 107 s
]”(”):_J. cos(usint—nt)dtz—j pllm=using) gy
zTdo 2rd =

nous cherchons alors

- +eol T ) 1 i too )
]” (V) — J- _J- et(m—usmi)dt P dy = _J- J- ez(m—usmt)—/audu At
0 | 27d 2rd -z Jo
+oo

x| _i(nt—usint)—pu V3 int
= {e—} ae [Ty
2rd x| p+isint |, 2rd —zp+isint

(6.2.2)

ol linterversion des intégrales permet d’effectuer une partie du calcul. Posons maintenant e =z,

i . 1 1 . R . o
dz =ic"dt et sint=—| z—— | ; quand t varie de -7 a &, z parcourt le cercle trigonométrique :
i z

- 1 Zﬂ
Lp)=—| ———dz.
¥) midc 2 +2pz -1

22 4+2pz—1 a deux racines z; = —p—+Jp? +1 et 2z, =—p+Jp? +1 dont seule la deuxieme est & l'intérieur

de C; z, est un podle de la fonction & intégrer et l'intégrale est le double du résidu de cette fonction
n

relativement au pdle, soit
- ( —p+ pz +1 )

z+p+\/p2+1]zp+\/m \/p2+1

Si on remplace ¢ par it dans (6.a.2), on obtient la fonction de Bessel modifiée I,, définie par I,(z)=i"],(iz)

Julp) = 2[

et gréce a la propriété que 'image de Laplace de f(é) est kf(kp),

)
]n(P)ZT-

En fait les fonctions J, et I, sont analytiques aussi bien par rapport a I'argument que par rapport a l'indice,
aussi les résultats précédents s’appliquent a des indices non entiers.

6-b : Calcul de l'image de 1/p connaissant celle de p

t

N too -
La premiere partie de la formule (2.b.1) fait penser & un lien fort entre % f [l] =J 3+1 e 'f(t)drt et
4

les fonctions de Bessel. Le résultat est en fait le suivant :

1 (1) (=1 - o s Y2
(6.b.1) Ff[;]=-[ p””e ”f(z)dz:qo(p)ouqo(x)=fo (%j ]H(Z\/E)f(t)dt.

0

m

On rappelle au préalable que la relation de base de la TL est avec f(t) = t—‘,
m!




oo 4l oo 4= 1 1 +o0 1
flp)= J "”dt —I ‘V’dt:...:—j edt =
ﬂ’l 1)| Vm 0 VWH

en faisant une succession d’IPP. Notez que lorsque 'on prend m non entier et méme imaginaire avec partie

! et son image f(p) = %

réelle supérieure a —1,on a f(t) =

S T(m+1)

Prenons la fonction suivante et développons la en série :

n+r

i (WY S (Y (20w ) Y )Y
9,0 = (], () = (1) [ 2 J;rl(n+r)l[ 2 ] _(xz);(nw)l ERtd) D ik

r=0

soit en prenant les images de Laplace de chaque terme :

=

7 n _1r N 1 -
¢x(y’7)=x Z( 3| ﬂ+r+1 - n+1 Zﬁ(_ﬁJ ﬂ+1e =

r=0 r=0

Revenons a (6.b.1) :
o1 o1 o g g roq
A2 [ e roa-[ L e o= Laroa
_ I O“"H Lﬂo 6,(x)e " dx }f(r)dr - I OT I 0+°°tin¢, () ()t }-ﬂx dx
+oo too n/2
or [ Lo = [ a2, @0 = (fj J, @R (0dr

-c : Quelques résultats complémentaires

On donne ici une liste de fonctions (multipliées par 1 ,.) faisant intervenir des fonctions de Bessel et

" dt.

leurs images. On appelle fonction d’erreur la fonction @(x)

7

1e_””l (af) NPELATND 2 _\/;
t ! V2+2a+.[p

me_(ﬁmt[v[(ﬂ—b)f], V>0 (,/p+2¢z +.p+2b )_2V

e [ (a— byt (Jp+2a(r+25))"

-2v
Lot ary, vs (Jr+p+24)
7 N

1 1
Iy(at), Jo(at) \/V2 — ; \/% e
v-1/2 v-1/2 N N
%(ij Ly y/o(at), %(2—;) Jva1yo(at) (/=) (P +a) ,v>0
l\/@ (;7+\/;72+512 )_V,v>0
a
1 1

v>0

1 : —,
—[v(ﬂf%a—l,]v(ﬂf) \/Vz_az(VJr\/Vz_az )_V W(VJFW)




-1 1
. = 1 —alp 1 —-alp 1ea/P

fo<2@>7(§j2fv_1(zm,(§]2IH(NE) PR

1 1 . Loy L
——cos(2vat), —sin(2/at) —¢ , ——=¢
NE= N Jr Jr

1 1 . 1 aly 1 alp
——cosh(2+vat), ——sinh(2/at) ——=e¢ ", —=¢
N7t N7t NP PP

r+A4 R
;:l/iz]l(aM),»,l e gl ,v>0
t2ﬂ:1,12[1(a\/m)’z>/1 ~lp?a? e v>0

ber(2v/1) , bei(24/1) lcosl, Linl
v v v r
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