La Fonction Gamma

La fonction I est la seule a pouvoir contester la position dominante du
couple infernal constitué de 'exponentielle et du logarithme.

Gérald Tennenbaum
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1. Les débuts d’une star

En 1755, Euler publie Iustitutiones calculi integralis (qu’il completera en 1768) ot l'on rencontre les fonctions
(ou intégrales) appelées communément aujourd'hui eulériennes ; la plus connue est la fonction I', dite
intégrale eulérienne de seconde espéce nommeée ainsi par Legendre.

En fait depuis déja longtemps Euler s’intéressait a cette fonction : en 1729, s’intéressant a I'interpolation
2 (n+ 1)

des fonctions il obtient 'expression I'(x+1)=
P
=1 n+x

permettant de représenter x! avec x réel...

Puis, suite & une correspondance avec Christian Goldbach, dans un article publié en 1730 il s’intéresse dans

la foulée de Wallis a I'intégrale
|
j % (1-x)"dx= v avec a >0 (IPP et récurrence).
0 (a+D)(a+2)..(a+n)(a+n+1)




11 effectue alors le changement de variable y = x“"' dans l'intégrale, ce qui donne

1
1 —_—
1 jo (I-yet)'dy dou
en multipliant des deux cotés par (¢ +1)(a+2)...(a+n)(a+n+1) :

(a+2)...(a+n)(a+n+l)j01(l—yﬁ)”dy =nl

h

A lintérieur de l'intégrale il utilise 1h1rr01 hy =-Iny, ce qui lui fournit en passant a la limite lorsque «
—

tend vers + (Iim (@+2)..(a+ )(a+n+l)jj- (-Iny)’ d)/—n'c»'[ [ln—] dy =n!
y

a—+o (a + 1)"
T L vy [“oip
Pour terminer il pose In—=¢ d’ou jo e't"dt = n!

Gauss travaillera de maniere approfondie sur I' en partant de 'intégrale précédente : il utilise
a1 tY A " nn!
F”(Z)=J.0 i (1—;) dt=n JO u(1-u) du=m
en faisant une succession d’IPP.
Par ailleurs en travaillant sur les fonctions hypergéométriques (déja vues par Euler)
ab - ala+1)b(b+1) e

Fla,b;c;z)=1+—
1.c 1.2.c(c+1)

. . = T(a+m(b+n)D
il retrouve T' dans tous les coins : F(a,b;c; z) Z a+mlb+nle) 2~
= T(arB)X(c+n) -
Enfin le dernier acteur de I'histoire est Weierstrass qui donne une application exemplaire de son théoréme
de représentation d’une fonction holomorphe par un produit infini en obtenant
I k0 2

[(z)=e¢7 = ek
z g (k+2)
D’un point de vue concret on retrouve I' dans énormément de situations: trés liée aux fonctions
hypergéométriques, elles-mémes solutions de bon nombre d’équations différentielles on va la rencontrer
dans les fonctions de Bessel, la transformée de Laplace, etc. Par ailleurs les probabilités renvoient facilement
sur des distributions de probabilité liées a T .

2. Le point de vue réel

-a : Définitions

Euler définit la fonction Béta ou intégrale eulérienne de premiére espéce par
Bla, b)= j T -u)"du

(enfin pas tout a fait, mais ca revient au méme). Tant que a et b sont positifs cette intégrale a un sens ; elle
devient infinie lorsque 4 ou & est nul ou négatif.

En faisant le changement de variable 4 = 1—v, du = — dv les bornes deviennent 1 et 0, ce qui donne
Bla,b) =~ '(1-vy" (v} dv=B(b, a).
Autre changement de variable: u=sin’@, du=2sinfcosfd, les bornes deviennent 0 et z/2 d'ou

B(a, 17):ZJ’OESinZ“’l¢9cos2}”1 046 ; si on prend par exemple a=0/=1/2, on a immédiatement

B( :2]549:;;.

]

N | =
N | =
<




fig. 1 : deux vues de B(x, y)

Condidérons maintenant la fonction Gamma ou intégrale eulérienne de deuxieme espece :

qui devient infinie lorsque a4 est négatif ou nul.

Faisons le changement de variable u = x”, du=2xdx , ce qui donne également

['(a)= ZI “x e

0

En fait le —1 en exposant de u est plutdt génant et est di a Legendre pour des raisons probablement
pratiques, lesquelles raisons ne sont plus trés pratiques actuellement, aussi on définit parfois Gamma avec
u* au lieu de u* .

Voici ce qu’en dit H. M. Edwards dans son tres bel ouvrage sur la fonction Zéta :

« Unfortunately, Legendre subsequently introduced the notation T(s) for TI(s—1) (Edwards considére comme
Gauss la fonction TI(s) = J.: ¢ “xdx plutdt que I'). Legendre’s reasons for considering (n — 1)! instead of n! are

obscure (perhaps he felt it was more natural to have the first pole occur at s = 0 rather than s = —1) but, whatever
the reason, this notation prevailed in France and, by the end of the nineteenth century, in the rest of the world as well.
Gauss’s original notation appears to me to be much more natural and Riemann’s use of it gives me a welcome
opportunity to reintroduce it. »

2-b : Propriétés de base
*T(a)=(a—1)'(a—1) : supposons a > 1 et intégrons par parties

I'(a)= j: u e du = —j “ N (—eVdu

0

=—[e"u ] +a-1)f :u“’ze’“du =(a-D(a-1).
* T'(n)=(n-1)! : évident par récurrence sur la propriété précédente et le calcul de

r(l)=[ e du=[-e"]"=0+1=1.

2-c : Réduction des fonctions Béta aux fonctions Gamma

. z 2z . — — 2 — — ’2 z1: . z
Considérons la surface d’équation z=f(x,y)=x""e " y” ¢ . Nous allons calculer le volume délimité

latéralement par les plans xOz et yOz, inférieurement par le premier quadrant du plan xOy et
supérieurement par la surface z = f(x, y). Ce volume est donné par V = H zdw, I'intégration étant étendue




au quart de plan xOy. Pour évaluer ce volume nous emploierons successivement les coordonnées
cartésiennes et les coordonnées polaires et la lumiere surgira.

En cartésiennes : faisons variery de 0 AR, ¥ de 0 AR’ :

ReR o4 L0 gaq 2 R 51 _2 R ni1 -2
V:IO J'O y? e x* e dxdy:jo yle” UO X e dx}dy

d’oli en faisant tendre R’ vers +o, V:jokyzb’le’yz%F(a)dy:il“(a)j:y%”le’yzdy, soit enfin en faisant

2
1 1
tendre R vers 4o, V =5F(a)§1“(l7).

On passe maintenant en polaires dans le plan xOy avec x=rcos@, y=rsind,

_ r2a+2b—2e—r2

z cos® ! @sin®" @ et dxdy =rdrd® comme vu dans le livre. On a alors

V= J‘O%J‘:'zrdrdﬁ = IO% cos™! @sin* HU ity dr} de.

0

L 1 N
Le crochet intérieur vaut EF(a +b) d’otr

V= %F(a + b)jgcosz‘“l Osin®" 646 = %F(a + 17)%3(47 b).

Conclusion :
Ba gy~ T@AT®)
T(a+b)

s

fig. 2 : une vue de Gamma(x)




2-d : Retour a l'intégrale de Gauss

. . - . 1 11, r{1/2° .
Si dans la relation précédente nous faisons a==4 =3 nous avons B(E’E) :W ol nous connaissons
. /2y ) . .
certains termes: 7 == <T(1/2=r=T(1/2)=NJzx (on prend la racine positive car T" est

positive). Par contre

r(1/2) =2}0wxoe’xzdx = 'f:e’*’zdx :g: jjowe’xzdx =r.

En fait la démonstration du livre n’est qu’un cas particulier de la méthode précédente.

2-¢ : Intégrales de Fresnel
La méthode vue dans le livre laissait quand méme & désirer, aussi allons nous refaire la démonstration en

.1 N 2 PEREY 21 sz )2
utilisant la méme méthode : on considere le volume délimité par la surface z=f(x,y)=¢" cosx’ et par les
mémes plans que précédemment.

En cartésiennes: V = '[Ow'[:e’VQ cosx’dxdy = J.:e’y2 dy'f: cosx’dx :g[ ol I désigne la premiere intégrale
de Fresnel.

: e —%sin® L : Z : :
En polaires : V:J.OZ'[O ¢ ? cos(r’ cos’ Q)rdrd@ ; ici c’est un peu plus compliqué, aussi on fait le

changement de variable u =" cos’ @ (r variable, @ fixe), du=2rdrcos® 8, les bormes restent les mémes. On
a alors

V= '[0%'[:6’“‘“29 COS(M)Z; Adud0 = j %LU: g0 cos(u)du} a0 .

cos? @ 0 2cos’

N

o . © A
L'intégrale dans le crochet est d'une forme facile a calculer: jo e cosuduzﬁ
+

(double IPP ou
[2
1+1

—dt en faisant le changement de variables

1o
dg:gfo

| tan’ @
complexes), ce qui donne V = ?
P ) a _[0 2cos’ @ 1+tan” 6

t=tané.

La derniére intégrale se calcule (assez) facilement puisque c’est une fraction rationnelle, et on obtient

Vi, w2 _, =

finalement V :%\/5% d’otr 7[ 3 I =—— . En refaisant la méme chose avec sinus on obtient
2r
=

@
également IO sinx’dx =

Précisément, le calcul effectué rapidement dans le livre montre l'efficacité des méthodes a base de
complexes, aussi (et on pouvait s’en douter) allons nous développer davantage les propriétés de Béra et
Gamma en passant par 'analyse complexe.

3. Le point de vue complexe

3-a : Gamma et Béta dans le demi-plan complexe Re(z)>0
L'idée de départ est bien str d’étendre la définition de I'(a)= j: u"edu au plan complexe en écrivant

— e(zfl)lnu

o0 P
I'(z)= '[0 u'e™du avec z complexe ; il est clair que 4™ donc

uzfl — e(Rezfl)lnquiImzlnu :e(Rezfl)lnueiImzlmz et uzflefu — e*truRezfl )




Prenons O<a<Rez</, on a |u"1e’“| <eu"" lorsque u>1 et

z=1 _—u

ule |Su”’1 lorsque O<u<l1;

et sit>1 L
; d’apres le

considérons alors le domaine U={zeC/a<Rez<b}, [ =10; +o[ et M(t)=
si0<r<1

théoréme de dérivation sous le signe somme les conditions sont remplies pour que I (z) soit holomorphe
dans U.

En faisant tendre a vers 0 et & vers linfini on obtient que T (z) est holomorphe dans le demi-plan
U={z/Re(z) > 0}.
La relation I'(z+1)=2I(z) obtenue en remplagant a par z + 1 est également valable dans U car les deux

membres de I'égalité sont holomorphes. Cette relation est importante car elle précise une propriété
fondamentale de I' a travers son équation fonctionnelle (au méme titre que f(x+y) = f(x)f(y) définit les
fonctions exponentielles). Cette équation peut servir de définition de I' et ses nombreuses propriétés en
découler (Emil Artin).

H. Wielandt a d’ailleurs montré en 1939 que si on a une fonction holomorphe F dans U telle que
F(z+1) = zF(z) et sup{|F(z)|/1<Rez <2} <o alors F(z)=F(1)['(z) 1.

Le th. de dérivation donne également le résultat suivant :

r'z)= j: e “(Inw) u " du

et tout particulierement I'"(z) = J.O Inue v du.

Fel Imif)

fig. 3 : Gammal(z) : vues des parties réelles et imaginaires ; on voit bien comment la fonction contourne les poles

1.

1Voir démonstration dans S.D. Chatterji, Analyse complexe, p 368
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fig. 4 : Gamma(z) : projections différentes
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fig. 5 : module et argument de Gamma(z)

3-b : Prolongement analytique
Gréce a T'(z+1)=2zI(z) on a un prolongement analytique immédiat de T' a tout le plan complexe sauf aux

points de — N ={0, —1, =2, ...} par récurrence :

r(Z)_l“(z+1)_l“(z+2)_ _ I'(z+n)
oz z2(z+1) T z2(z+D).(z4n=1)
dont la partie droite est holomorphe toujours dans Re(z) > —# sauf aux points 0, —1, ..., —(#—1). Ceci est

vrai pour tout # de N * et donc dans tout C —{—N}.

On peut faire le prolongement également & partir de la remarque suivante : a chaque péle de =N, I' a un

. ~1)" L ©
résidu égal a ( ‘) . En effet, partons de la définition I'(z) :.[O u"'e™du que nous décomposons en deux
n!

intégrales sur Re(z) > 0 :




[ =@ +p() = [ u e dus | w e du.

La fonction yest holomorphe pour les mémes raisons qu’au 2.a.etona

i) I{ —"m}d I R

“pln+z)

La fonction f,(t) = l'J‘Olt”“’ldt est bornée en module par pour tout ¢ > 0 tel que Re(z)>&>0 ce
n!

;
nl(n+eg)

qui autorise l’échange de l'intégrale et de la somme (th. de Fubini).

S

nl(z+n)

1
<— ou ¢ est

La série Z 1) définit une fonction holomorphe dans C —{—N} car :
cnl

nl(n+2)

linfimum strictement positif des |z+#| dans un disque dont la frontiére ne contient aucun élément de
— N. Cette série est normalement convergente et coincide avec ¢(z). Pour chaque terme —u, le coefficient
1"

n!

a_, de la série est alors

- : Le produit infini de Gamma

Reprenons le résultat obtenu dans la premiere partie (fonctions complexes - généralités, en cours de rédaction) :

f(z):sinzrzzzl—[( j z]'[(1——)

T e>1 keZ*

Nous allons en profiter pour établir proprement quelques résultats utilisés dans le livre dans notre étude de
la fonction zéra durant laquelle nous avions été franchement limite...

On voit sur 'écriture précédente que 'on peut découper f en produit de deux fonctions : pour & < 0 et pour
k > 0 ; de plus on peut s’arréter a une valeur de &, #, et nous intéresser a I'inverse de [ :

1 1
f(z):;g(/e+zj zg 142 ;

k

pour k suffisamment grand on a une suite géométrique convergente pour chaque terme, aussi considérons
k>n :

k() =1] L =]]|1-= 22 zH(l—fj‘
! k>n 1_,_5 k>n k kz k>n k ’

k

d’ot logk, (z Zlog(1——j _ZZ soit a peu pres logk,(z) =~ —zlog(n) = k,(2) = n™"

k>n k>n

-z

Considérons donc la suite de fonctions g,(z) =z H(z +k), d’apres ce que nous venons de faire si cette
nh e

suite converge vers une fonction g, I'inverse de g devrait fortement ressembler a 1/f...

82) _ (1 +£)(1 —l) =u,(z), prenons |z|<r avec  alors
8,-1(2) n n

lo (1+£j+zlo (1—1j E—Z—2+Z—3— +z(—i—i—L j
& n & n n 20 3k 7 n 2t 3
AN +Z(_L_L ]

o 3 22 3

pour — assez petit (4| S|zz| ).
n

Etudions donc la convergence de g, : on a

logu, (=) -




La série ) logu,(z) converge donc normalement ainsi que le produit infini

k=n

81(2)!1 8e1(2) -

8:(2) _ (2 8 (2) gs(z)m 8,(2) — 5 (2)
&(2) () g2 7

sur tout compact du plan.

Il existe donc une fonction holomorphe g, limite uniforme des g, dont les zéros (simples) sont les entiers

négatifs: —1,-2,...,—n,...

Calculons lim 8.(2) _ =z, par conséquent la fonction 8(2)
oo g (z41) e+ z+1 glz+1)

=z est holomorphe ; enfin

limg (1) =lim™ 1 =1 diot g(1)=1.
n—0 ’/l

1n—>0

La fonction inverse de g est une fonction méromorphe de pdles simples les entiers négatifs, limite uniforme

de

z

nln
z2(z+1)...(z+n)

qui est donc la fonction I' étendue a la variable complexe.

mod(f) modif)

fig. 6 : les premiers poles de Gammal(z) avec le module du produit infini : #=5, n=25

On peut remarquer sur les figures ci-dessus la tres lente croissance du module au voisinage des poles des
que 'on s’écarte de z = O et z = —1. Chose que I'on voyait déja apparaitre sur la fig. 2.

n

_ n 2 1
Calculons maintenant g(z)g(l—z)=1im ntl-z zH [1 —Z—] SB7Z oy

n—»0 n b=1 2 /4

r)rd-z)=—=

sinzz’
appelée formule des compléments. Particulierement siz = 1/2, on a F(%) .

On obtient également la formule de duplication due a Legendre :

F(z)l"(z + %) =72 T (2z)




que le lecteur se fera une joie de démontrer (vérifier que la dérivée logarithmique de I'(z) plus celle de
I'(z+1/2) est égale a 2 fois celle de T'(2z), puis intégrer en cherchant les constantes avec z = 1/2 puis
z=1).

On peut faire la démonstration de maniere directe : on écrit

‘ z
I(z) = lim—————
> 2(z4+1)...(z+n)
ot
1, 2
F(z+—):lim i ,
2) o (z41/2)(z+1/2+41)..(z+1/2+n)
| 2z | 2z
I(22) = lim (2n)!(2n) ~lim—— (2n)!(2n) ‘
o0 22(2241)...2z42n) 227 2(z+1/2)..(z+n-1/2)(z+n)
2z-1 | 2 1/2~2n-1
On fait maintenant le quotient 27 M@= +1/2) (Y w727 7z ot l'on retrouve les intégrales de
'(2z) (2n-1)!

Wallis. Cette deuxieme méthode permet d’obtenir également la formule de Gauss-Legendre :

F(z)l"(z +%jl"(z +3)__.r(z Wk ;1j - (2;;)% k’k“%r(kz) .

k

Allons un peu plus loin en revenant a notre fonction f de tout a I'’heure : prenons un terme du produit dans

g, que nous écrivons
(1+5) = (l+£jekek,
k k

" R e +1+1+...+3—nn
gn(z)=z[H(l+£)e k]e R

par ailleurs #n~* =¢*"" d’ott

k=1

N . , . 11 1
ol nous reconnaissons la constante d’Euler : y =lim 1+§+—+...+——1nn )

n—»0 n

0

On a donc g(z) = ze”H(l +%)e’C d’ot le produit infini de Weierstrass

k=1

ra=e g

Z 21

On a alors
1 z z
logl'(z)=-yz+log—+ > ——log| 1+= |,
gl(z)=—rz+log_+3 g[ kj
relation que nous dérivons sans hésiter une seconde :

'z 1 1 1 '
m_ 4 z+;/e k—i—z_U(Z)’

dérivons encore une fois :
1 1 1
-2 2 2"
20 S (z+k) S (z+k)

2
Nous avons déja rencontré la somme de droite : U'(z) :( ) , on en déduit que T est convexe.

sinzz




parties véelle et emaginaive

parie réelle (w en sbeceze)

0,25

L parte iwvgprnade (i en abiczee)

fig. 7 : fonction Gamma avec Excel : x, y dans [0 ; 2].

3-d: Représentation intégrale de Hankel

On essaie de représenter I' par une intégrale de Cauchy; on considére pour cela l'intégrale
J

1 e . . . . .
I= j ———dz ol D est le lacet représenté sur la figure ci-dessous.

% DZV+1
y
@
—

-— D - Y\
cOlinlire O\ /

— ./

T

Le long du petit cercle, de rayon r, on a avec z=re” :

[1 _ 21 J-rJur rfvfle—i(v+1)<9+r(cosH+ism<9)l~er&rdrdg _ ZLJ‘” r,ve—r\/&w(cos&wsinﬁ)dg ;
1 er e T




quand r tend vers 0, I, tend vers 0 si Re(v)<0. Sur le contour C au-dessous de la coupure on a

e e
I = ~5 JO ¢“x™'dx ; sur le contour C au-dessus de la coupure on a I, = >
in

o0
JO ¢*x'dyx. On a donc

ir
e = e sin v
[:IZ+IS:+I e x dy =— I(-v).
2irx 0 V4
Le contour C se déformant aisément en le contour D, on a par prolongement
1 e sin v

I :fj‘ﬂﬁ =— ['(-v) ou encore

2im € z

-1 -z v-1
T(v)=——| e (=2)"dz ;
2isin v JC

. , . -1 o ,

ceci donne également en utilisant F(1—v):—~[ﬂe *(—z)"dz et la formule des compléments

2isin(x — 7zv) ¢
rd-v)= %F(v)r(l - V)JC e *(-z)"dz d’ot

L:;l e (-z)"dz.
I'(v) 2irx’c
En faisant le changement de variable # = —z, on a alors (le chemin d’intégration ne change pas et est

simplement parcouru dans le sens contraire)

1 1 1 1 .
——=—| 'uVdues ——=—| 'u"du.
I'v) 2izx’c I'(z) 2irx’c

4. Gamma et la formule de Stirling

Comme on I'a vu dans le livre, le comportement a I'infini de n! passe par I'établissement de la formule de
Stirling obtenue grace a la formule d’Euler - MacLaurin. La question se pose évidemment de la méme
maniere pour I".

1
Si on réécrit la formule de Stirling pour z complexe (au lieu de #), on doit montrer que T'(z) ~~27z 2¢77,

soit que lim )

|z| >0

=1; la limite ne se fera pas dans tout le plan complexe mais sous certaines
27z 2"
conditions sur arg(z) que nous détaillerons plus loin.

Au préalable nous allons montrer un théoreme fort utile qui montre d’ailleurs assez bien d’otr vient le lien
entre I' et la transformée de Laplace : le Jemme de Watson.

4-a : Le lemme de Watson

T : L N4 ; : .
Tout d’abord une définition : on dira qu’une série E — est un développement asymptotique d’une fonction f
k=0 Z

A
L

z

M

si ‘l‘im z" {f(z)—za—i} =0 pourtoutn =0,1,2, ...; on écrit alors f(z) ~
Z|—> 0 Z

k=0 k

Il
=}

Maintenant le lemme : supposons qu’au voisinage de z = 0 la fonction F(z) posséde le développement
0 k
—1 . . - 2
F(z)=Y az" avec |z|<a etr>0 et quil existe des constantes K et b positives telles que |F(z)| < K
k=0

lorsque |z|>a (F est au plus d’ordre exponentiel 1 & Uinfini).

Alors pour |v| grand, on a F(z)= J: e F(z)dz ~ ianr(zjv’ pour —% <arg(v) < %
r

n=0

Démonstration




" k " k n k
3 o -1 o —-1 k — . L. L
Soit 5”(V):.[0 ¢ “zakzr dFZ%IO ez dz:zakl“(—jv *; on a interverti intégrale et somme
k=1 k=1 k=1 r
puisqu’on somme sur un nombre fini de termes.

0

n
. -1 .. . T .
Maintenant on a F(z)= Zanz’ au voisinage de 0, donc vu le type de croissance de F a l'infini, on doit
k=0

pouvoir trouver une constante C, telle que

" k_
Fz)-Yaz
k=0

~ +7
<C,eM|z| -

n+1
-1 . b N :
r oblige ' contréle la croissance de

(le terme |z

a tendre vers 0 en 0, le terme Ce

" k_
Fz)-Yaz
k=0

al'infini ; C, devant évidemment dépendre de #).

wo b
_ r
E a,z
k=0

On passe a la transformée de Laplace en montrant que

k
J e F(z)dz— Zak ( jv ’
[ (2)- Zakv' j

v| Cj g~ Meoso-bu, = g |v| C, (

F(v)-s, v)‘ tend bien vers 0 lorsque |v| — oo :

j [ (z)- Zakv' ]

Tz =

Ev)- S, v)‘ =

b j,1
e e \z\ M A1, dz

n+1
cos@—b) F( )
r
La derniere intégrale se calcule avec la définition de ' ; pour que cette chose tende vers 0, il faut que cosé
. . .. A A ﬂ
soit strictement positif pour étre sir que |v|cos@—b>0 et donc que [argv|< 3 A ce moment le terme en
exposant —1/r suffit pour envoyer tout le monde en 0 lorsque |v| —> .

4-b : Représentation asymptotique de Gamma

Repartons pour linstant avec la définition : 1“(z+1):J‘0 e"tzdt:J‘O e ""4r et posons (avec la

détermination principale de In): ¢@()=(—zlnr)—(z—zInz) ; on a (p'(t):l—E et @"(1)=-, soit
t t
p(2)=¢'(z)=0 et go"(z):l, d’olr en utilisant Taylor en z: ¢(1)=2i(t—z)2+... ; oublions les termes
z z

suivants et remplagons dans I'intégrale de départ :

1
»)2 - (1-z)

1
o ~ ~ o ——(t-z) N +00 t—z)
F(Z + 1) _ J‘O e—w(r)—(zﬁlnz)dt _ e—(z—zlnL)J‘o e 2z df _ e—(z—Llnz)J‘ e 2z df )
En effet pour z grand l'intégrale sur |- ;0] est négligeable et on peut la rajouter sans risque. On utilise

alors l'intégrale de Gauss, ce qui donne [(z+1)~¢ 9272 =27 ( ) =I(z) ~ fz—ﬂ(ij puisque
z \e
IN'z+1)=zI(2).

Pour valider cette approche il nous faut montrer que les termes négligés sont bien négligeables...
Reprenons la fonction ¢(f) = (t—zInt)—(z—zInz) et posons ¢ = z(u+1) alors

0]

z

ot)=zu+z—zlnz—zln(u+1)-z+zlnz < :u—ln(u+1):u—u+%u2 —%us—i-...




Posons ¢(f)=w, on a alors 2:1u —lu +=u u2(1—lu+lu2—...) ; considérons alors ¥ comme
z 2 3 4 3 4

une fonction de w : & cause du terme 4 si nous essayons d’exprimer u en fonction de w sous forme de série
nous aurons deux possibilités

[SIES

5 (s 3777 18
X
1

pa z

= (1) ak(%j . 7
e 7“1:\/5742:_74 DA

Onadonc t, =z(1+u,) et t, =2(1+u,) ; reprenons alors I'(z+1) = I: e e gy
_ E Cpe —o(1) F(Z"r:l) _ o _w © _w _ “ —wﬁ “ —wﬁ
F(z+1)—(6j Joe” dtq—(z/e)z —joe dt+Le dt= joe deW+JOe dwdw

. dt, dt, . L. .
On termine en remplagant S et S0 par leur expression sous forme de série, ce qui donne
W

w
F(z+1):'[wew(dtz ,
(z/e) Y07 \dw dw

jdw on utilise enfin le lemme de Watson et aprés moult calculs on obtient

I'(z+1) i 2k+k11/i2k+lr(k 1)2 /2_7[(1+ 1 . )
(z/ef & * 2 z 12z

soit la formule de Stirling étendue aux complexes.

Il y a d’autres moyens d’obtenir ce résultat, particulierement en utilisant la formule d’Euler - MacLaurin :
voir S. D. Chatterji, Analyse Complexe, p 370.

5. Gamma et les probabilités

5-a: Lot y

On dira qu'une v.a. X suit une loi y de parametre v si sa densité de probabilité est donnée par :

1 v L x>0 0 x<0
f(x)—me Y 51{1/20 et flx) =0si x<0.

Par définition méme de cette loi on a J'jw f(x)dx = J'Om f(x)dx=1.

Tragons quelques lois y de parametres différents :




fig. 8 : Lois gamma de parametre #

5-b : Fouction caractéristique

+o0

) 1 v o vt i 1 ity e
On fait donc la T.F. de y: ‘pn(t):_J.o e x e dx =——| " dx ; on trouve alors

') I'(v)?o

o, ()= a 1‘ v en utilisant la transformation de Laplace.
! —1t
5-c : Stabilité additive

On prend deux v.a. X et Y suivant des lois y de parametres v et 7 ; leurs fonctions caractéristiques sont

!
o 0=a5y

IS

donc ¢, (t) =

1 1 1
Pray (1) = @y (Depy (1) = =ity (1—ir)’ = =iy

La somme de ces deux v.a. suit donc une loi ~ de parametre

On peut généraliser a la loi y,(a,b)=a+by, avec b >0; cette loi est également stable, de densité

5-d : Moments
" :LJ‘ ey =L ety = [+ ; particuliérement pour # = 1 on a la moyenne
r(v)do L(v)?o I(v)
Lv+1) _ v et pour n = 2 la variance Mv+2) T2 Tv+l) (v+1)v, soit
') r'(v) rv+1) T(v)

varX=X"-X =(v+lv-v’ =v.

5-¢ : Génération a partir d’un processus de Poisson

On dit qu’une suite (A,) d’événements A se réalisant aux dates aléatoires (z,) obéit a un processus de Poisson
si les variables (1, — #;_,) correspondant aux durées entre deux événements successifs sont indépendantes,
suivent la méme loi de probabilité et si la réalisation de 'un quelconque des A, (et d’un seul) pendant un

intervalle de temps tres petit [¢;1+At] vaut AAr quelque soit 7. Le coefficient de proportionnalité A est le
parametre du processus.

Par exemple 'événement A est 'arrivée d’un avion sur un aérodrome, la suite des (A,) est alors la suite des
arrivées des avions pendant un temps donné.

La loi du nombre d’événements A se produisant pendant l'intervalle de temps [f;1+At] est donc une loi
binomiale B(1, A1Ar) (A se produit une seule fois dans cet intervalle de temps). Prenons maintenant un

L~

intervalle de temps t, —#, que nous découpons en # petits intervalles de longueur At : n= ; appelons

X la v.a. égale au nombre de fois ol A se produit entre 1, et t, ; X est alors la somme de # v.a. suivant une loi

binomiale et suit donc la loi B(n, AAf) = B(IZA;H, AAt) (la loi binomiale est stable pour 'addition).
t

Lorsque At tend vers 0 la loi binomiale tend vers la loi de Poisson de parametre /IAIIQA;I1 =At, —t)=AT
t
-AT k
dbﬂHX:@:f—%EL.

Revenons 4 la loi y : la probabilité que 'un quelconque des événements A se réalise dans [r;7+Ar] est

AAt ; quelle est alors la loi de probabilité de la date T de réalisation du prochain événement A ¢ Appelons F




la fonction de répartition de T et f la densité de probabilité de T ; supposons également que A s’est réalisé a
I'instant 0, la nouvelle occurrence de A se produira entre ¢ et 1+ At : on a alors

f()Ar =[1-F(1)] AAt .
Expliquons : F(t) est 'événement « A se produit avant ¢ » et 1 — F(t) est "événement « A ne se produit pas
avant 7»; on a dit précédemment que A se produisait avec la probabilité AAr dans [r;1+Ar] d'ou la

relation. II faut évidemment que les A se produisent indépendamment les uns des autres pour pouvoir
mettre le premier A & I'instant 0.

En passant & la limite on a f(n)dt=[1-F(5)]Adr, or d[lziF(Z)] =-F'({)=—f(t) d’'ott en remplagant f:
!
1-F(r)) :
(—1 F((l))) =-1, soit en intégrant 1-F(f)=¢ """ =¢™* car C est nulle puisque F(0) = 0. On dérive alors F
—F(t

ce qui donne f()=A¢* ; T suit donc une loi exponentielle ou plutdt une loi gamma (0, %) puisque

t

1 T1/2.0-1
fo=aaroe

La moyenne de T est 1/ 4, de méme que son écart-type.

ieme

Si on cherche la loi de probabilité de T,, de réalisation du #*™ événement A, c’est la somme de # variables T

— At n-1

1 1 A
deloi y,(0,=), T, a donc pour loi ,(0,=) de densité f(1)=——
7(0,2) p 7,0, f@) o
5-f: Loi du carré d’une variable normale réduite
Soit X une v.a. suivant une loi normale .7 (0,1) et Y = X* dont nous cherchons la densité de probabilité g.
Il est immeédiat que les événements {0<Y <y} et {-x<X <x} ont la méme probabilité, ce qui nous

permet d’écrire : p{0<Y <y} =p{-x<X <x} d’ot en appelant G la fonction de répartition de Y et F celle
de X:
Gly)=F(x)—F(—x)=2F(x)—1, soit g(y)dy =2f (x)dx .

2y 1 L
2 2 (\/;) _ 2 5.1 1 e 2y 2 soit la loi 7:1(0,2) (rappelons que

N7 RN N RN 7 !

On a alors g(y) = 2f(x)ﬁ =
dy
1
r(—) =r).
2
Du fait de la symétrie de la loi normale la médiane et la moyenne sont nulles ; ceci entraine que tous les

moments sont centrés et que les moments d’ordre impair sont nuls. Pour les moments d’ordre pair on
calcule :

1 1
p F - F - A
o (Y (Y ) _EM
Y _X _X - 7/1(072) - 2}/1 _2 _2 P 7
2 2
soit

2

% (1j:1.3.5_..(2p—1)-

1
2

NS
i

En particulier la variance vaut 1 de méme que I’écart-type ; le moment d’ordre 3 vaut 3.




5-g: Somme de carrés de variables normales réduites indépendantes

4
Soit (X)), i = 1 ... p une suite de v.a. normales centrées réduites indépendantes ; la v.a. y*(p) = Z:X,2 est la
i=1

v r
loi du Khi-deux ; chaque X} suit la loi 7,(0,2) d'ou x*(p) suitlaloi D y,(0,2)=> 2y, =2y, ; la densité
2 =1 2 =l 7 2

de probabilité de »*(p) est donc

=7 )¢

Le Khi-deux est stable par addition comme toute loi y; ses moments s’obtiennent comme précédemment :

YN 2
7w =r, [ X P)] =4§[§+1j=p2+2p:var;(2(p):p2+2,g_,72 =2p.
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